ELMELETI KIEGESZITES A 7. FEJEZETHEZ

Ennek a kiegészitésnek az a célja, hogy egyes, a tankdnyvben csak érintlegesen szerepld
modszereket, eljardsokat bemutasson, illetve az azokhoz fiizott allitdsok hatterét, elméleti
alapjait megmutassa. Az itt leirtak nem képezik a tananyag, illetve a vizsgaanyag részét, de
aki valaszt akar kapni az egyes moddszerek kapcsan a miért? kérdésre, aki szeretne
mélyebben  megismerkedni a tananyag egyes részeivel, vagy egyaltaldban szeretne egy
kicsit tobbet tudni a statisztika elméletérél annak érdemes az itt kdvetkezd néhany oldalt
attanulmanyozni!
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1. Az MSE mutato szarmaztatasa

Az MSE a variancia olyan altalanositasa, ahol az eltéréseket nem a 6 becslések véarhato
értékétdl, hanem az elméleti O -t6l mérjiik. Igy az MSE definicioja:

MSE(é) = E(é — 6)2 , mig a varianciaé: Var(é): E(é — E(é))Z .
A ketté formalis Osszefiiggése konnyen megmutathato:

MSE(D)= £@-0f = £[o- £(0)+ £©)-of = E[6- £6))+ (£()-o]f =
= var(d)+ 2£[6 - £6)|£()- o))+ £[£(6)-of

Mivel a masodik tag utolso tényezdje azonosan egyenld 0-val, az egész masodik tag eltlinik, a
harmadik pedig nem mas, mint a torzitds négyzete, hiszen a szogletes zarojelben nincs
valtozo, ezért a varhato értéke onmaga. Innen a végeredmény:

MSE()=var(0)+ Bs>(0)]

E feladat kapcsan érdemes emlékeztetni a kdnyvben szerepld ,l6tadblara™: a kis szorodas
esetenként kompenzalhatja a torzitast!

' Egyutasnak is szokds nevezni.



2. A sokasagi szorasnégyzet torzitatlan becslése FAE mintabol

D

n

Legyen s *’ és elsd 1épésben belatandd, hogy ez torzitottan becsiili o”-et,

2

pontosabban E(s *2)= -2,
n

Eloszor tekintsiik a szamlald varhatd értékét! Ehhez alakitsuk at a szamlalot a kovetkezo

modon:
Z(yi—f)z—Z(y, —ptp- i)2=2((y, W-(F-p) =
-2l )+ 0w ] Zy, ) =2 - (0, —w)+ (3 -p)=
=> (v, —n) —n(F-n).

A vérhat6 értékre attérve:
02
E (yl. - },L)Z =c’ a sokasagi variancia definici6jabol és E (f— u)z =— a mintadtlag
n
variancidgjanak  kordbban  szdrmaztatott  Osszefliggése miatt. A varhatdo  érték
Osszegtulajdonsagabol adodoan EZ(% - ;,L)2 = ZE(yl. - u)z =nc’, és

> (v, —n)’ —n(y -n) =nc® —c?, innen pedig
A 20 s ot (n _1]02
n n n '
A torzitas konnyen eltiintethetd, hiszen a korrigalt szorasnégyzet mar torzitatlan lesz:
—\2
E(Ls *2j - E[M) = E(s*)= o2, ahol tehat
n n—1
2 z (yl - y)

S =
n—1

a korrigalt tapasztalati (mintdbdl szamitott) variancia. Ez FAE minta esetén torzitatlanul
becsiili a sokasagi varianciat. Megjegyezziik, hogy a szamold- és szamitogépes eljarasok
vildgosan megkiilonboztetik a kétféle szorodasi mutatdt. A gyakran hasznalt Excel példaul a
figgvények kozt SZORAS néven az s, SZORASP néven az s * mutatot szamitja!

3. Becslés a momentumok modszerével

A momentumok modszere korabban igen népszerii volt eloszlasok paramétereinek becslésére,
elsésorban kényelmes kezelhetdsége folytan. Mdra a szamitastechnikai eszkozok fejlodése
mas irdnyt adott a becsléseknek, igy a momentumok modszere eredeti formdjaban mar
némiképp avittnak szamit, am Aaltalanositott valtozata egyre népszeriibbé valik. A
kovetkezOkben az eredeti modszer alkalmazdsara mutatunk be két példat.

3.1. Exponencidlis eloszlas paraméterbecslése (1 paraméter)

Az eloszlas stirtiségfiiggvénye: f (y) = %exp(— %] , varhat6 értéke pedig £ (Y ) =0.



Egy paraméter esetén egyetlen egyenlet sziikséges, ami kimondja, hogy olyan paramétert
becstiliink, amely esetén a sokasag €s a minta els6 momentumai megegyeznek. Itt az elsd
sokasagi momentum a varhato érték, az els6 mintamomentum pedig a mintaatlag. Innen
azonnal adoédik a becslés:

D>

mom:y'

3.2. Folytonos egyenletes eloszlas paraméterbecslése (2 paraméter)

Az eloszlas stirliségfiiggvénye az [a, [3] intervallumban f ( y) = B;, masutt 0.
-

Az eloszlas els6 momentuma és masodik centralis momentuma a kovetkezd:

2
E(Y)= “Tw , illetve Var(Y)= % (Ezek valosziniiség szamitasbol ismert

eredmények.)
A megfeleld két mintabeli momentum a mintaatlag ()7) ¢€s a minta varianciaja (s *2 ) Ezért a
,momentum-egyenletek”:

oA PRV
a+p és s*? = p-o
2 12

y:

Ezt a két egyenletet megoldva a kovetkezdket kapjuk:

&mom :y_S*\/g €s Bmom :y+S*2\/§

4. Normalis eloszlas paramétereinek becslése FAE mintabol a maximum likelihood
modszerrel

2
A normadlis eloszlasti Y valtozé stiriségfliggvénye: f (y)z lexp[— M], s mivel

minden y, mintaelem ilyen eloszlast, és fiiggetlenek, a likelihood fiiggvény, az n elemi
minta bekovetkezését leiro stirliségfiiggvény ezek szorzataval lesz ardnyos, azaz

> (v -n)
262

N P12V e -
L(yl,yz,...,yn |u, o )—c 1,:1[f(yl) (\/ﬂj (sz exp

Ennek maximumat keresve célszeri logaritmalni (hiszen a monoton logaritmus
transzformacid6 nem valtoztatja meg a szélséértek helyét). Ekkor az un. log-likelihood
fliggvény

20—

logL:logc—nlog«/Zn—zlogc2 - 5
2 26




A maximum likelihood médszer azokat a [i és 6% paramétereket keresi, amelyek mellett ez a
fiiggvény felveszi maximumat. A p szerinti parcidlis derivalt:

dlogL _ Z(yi —p)
oun n

, s ezt 0-ra megoldva azt kapjuk, hogy

=7
mellett lehet sz¢élsértéke.
Hasonléan elkészitve a 6* szerinti parcialis derivaltat:
OlogL _ n N Z(yi —p)’
oo’ 262 26" .
Ezt 0-ra megoldva, majd p-be annak becsiilt értékét helyettesitve azt kapjuk, hogy

&2 _M:S*2_

n

Konnyen belathatd, hogy ilyen paraméterértékek mellett a likelihood fiiggvénynek maximuma
van, azaz ilyen paraméterek esetén a leginkabb hihetd, hogy az adott minta ebbdl a
sokasagbol szarmazik.

5. A véges korrekcios faktor szarmaztatasa

Mint arra utaltunk, az EV mintabol valo becsléskor a FAE minték alapjan szamitott standard

N-n ~1] _ alaka. Ennek
N -1 N

hibak szorzdédnak egy véges korrekcios faktorral, ami f =

szarmaztatasa a kovetkezo:

~ Lyl 1
a) Var(yEV)zVar Z:’;l =n—2Val’(zyi):_2 nVar(yl.)-i-ZZCov(yi,yj)

h n i#j j#i

Az utolsoé tagban Var(yl- ) = o7, a kovariancidkat pedig az alabbiak szerint szamithatjuk:

b) Altalaban igaz, hogy

Covly,,y; )= Elvy, )= EGyE(, ).
Ebben a kifejezésben E ( Y ) =FE (yj ) =Y , igy az utolso tag értéke ¥ *. Kiszamitand6 az
egylittes varhat6 érték:

221,
i#] j#i
o))

Két altalanos, ismert 0sszefliggés:

Y?
2 _ ZT’ —Y? és ezt atrendezve

® O



(ZYI.)Z =Z:Yl.2 +ZZYI‘YJ ¢s ezt atrendezve ZZY,.YJ :(ZYi)z —ZY,.Z ¢és végil

i#] j#i i#j j#i
mindkét oldalt N(N —1)-gyel osztva:
YY.
Z}}Z TOy) YR PN (41
N(N-1) N(N-1) NWN-1) N-1 | N-1 |
e A jobb oldalt tovéabb alakitva

YZN_(GZ+YZJZ T S I

N-1 | N-1 N-1 N-1
d) Visszairva ezt b)-be azt kapjuk, hogy

Covly,, v, )= Ey,y; )= EQE(y, )= 77 -2 — =77 = -2

A kovariancia értelmezésekor 3 momentumra hivja fel a figyelmet:

e A kovariancia a sokasag nagysagaval forditottan ardnyos, azaz nagy sokasagok esetén
(abszolut értékben) kicsi;

e A kovariancia el6jele negativ, mert véges sokasadgban egy ,,nagy” elem kivalasztasa esetén
masodiknak varhatdan kis elem keriil a mintaba;

e A kovariancia nem fiigg i-t6l se j-t6l, azaz allando.

Ez utébbi tulajdonséagat kihasznalva a kovariancia visszairhato a)-ba:

Var(3 ) = nl |:nVar v.) ZZCov(yl,yj)} ! { o2 —nln - 1);;}:"_2(]]\\’[:’1“)

i#] j#i n

Ha a sokasag elég nagy, azaz N ¢és N —1 kozti kiilonbség (a hanyadosban) elhanyagolhato,

akkor
N 2(N- 2 _
Var(yEV) n(N—Y) 67( Nnj:%(l_%):Var(yFAE)'f

IR

6. Az atlagbecslés variancidja aranyosan rétegzett EV minta esetén

n.
Az atlagbecslés variancidja rétegzett EV minta esetén: Var(y y R ZW [ N_]] , ahol
J
n, N, | , .
=—- ¢s ezeket beirva a variancia

n N

Wj -7 Ardnyos rétegzeés esetén —— =
N N;

n .,
— ¢és
N
képletébe:



Y. N,o;

N; o ny) 1 n N; 1 n\
Var( TR RFE U DU Y PR o W S Y P < és mivel a
Fae) ZN non; ( N) n( NJZN " on N N

J

heterogén sokasagokrol tanultak alapjan o5 = v igy a keresett variancia:

2
Var@AR):%B(l—i).

N

Megjegyzendd, hogy a mintavételek elméletével foglalkozo szakirodalom a sokasagi

,_2lr-7)

szorasnégyzet {0 TJ helyett inkdbb a korrigalt sokasagi szoérasnégyzettel

=\2
[S 2 = Z(]):f;)l])j dolgozik, amely hasznélata esetén az eredmények részben attekinthetébbek,

részben pontosabbak lesznek. Mi ebben a tananyagban az eredeti, jobban értelmezhetd
szorodasmutatot hasznaljuk kovetkezetesen, vallalva az aprd, a gyakorlat szdmara tobbnyire
elhanyagolhat6 pontatlansagot.

7. A p -érték kozelito meghatarozasa tablazatok segitségével

Ha adott a probafiiggvény eloszlasfiiggvényének tablazata, akkor a tdblazat segitségével szinte
pontosan® meghatarozhat6 a p-érték. Ha azonban csak a probafiiggvény eloszlasanak bizonyos
kvantiliseit tartalmaz6 tablazat all rendelkezésre, mint példaul a t-eloszlas esetében, akkor a p-
erték rendszerint csak a p, < p < p, modon kozelithetd. Ebben a felirdsban p, és p, a
probafiiggvény adott mintara vonatkozo konkrét értékét kozrefogd két tablazatbeli kvantilis
rendszdma, ami nem tévesztendd Gssze a p-értékkel. (Egyes esetekben a tablazat alapjan csak
p < p, alaka megallapitas tehetd.) Erre mutatunk be az aldbbiakban néhany, a gyakorlast

megkonnyitd példat.

7.1. Egy Z probafiiggvény valamely mintabdl nyert értéke 2,15. Hatarozzuk meg a hozza
tartozd egy- ¢és kétoldali p -értéket!
Ekkor az egyoldali p -érték 0,0158, mert ®(2,15)=0,9842 = P(Z <2,15), a kétoldali
pedig 2x0,0158 =0,0316.

7.2. Egy Z probafiiggvény valamely mintabol nyert értéke —3,84. Hatarozzuk meg a
hozza tartozo6 egy- €s kétoldali p -értéket!

* A pontossag ilyenkor csak a tablazat részletezettségétol fiigg.



Ekkor csak annyi allithatd az egyoldali p -értékrél, hogy p <0,0002, mert az F1.1.

tablabeli legnagyobb z-érték esetében a fiiggvényértek 0,9998. Ez a z-érték azonban
abszolut értékben nagyobb 3,84-nél. A kétoldali p -érték biztosan kisebb 0,0004-nél.

7.3. Egy T prébafiiggvény valamely mintabol nyert értéke 1,5. Hatdrozzuk meg a hozza
tartozo egy- ¢€s kétoldali p -értéket, ha v =141
Az F1.2. tablazat adott szabadsagfokhoz tartoz6 sora szerint 1,34 <1,5<1,36, s a

tartomany két hatdrdhoz 5, illetve 10 %-os jobb oldali szignifikanciaszint tartozik.
Ezért az egyoldali p -érték also hatdra 0,05, felsé hatdra 0,10. Ennek megfelelen a

kétoldali p -értékre 0,10 < p < 0,20 teljesiil.

7.4. A y’-proba a variancia nagysagara vonatkozo eldiras teljesiilésének vizsgalatara

iranyult. A probafiiggvény valamely 15 elemili mintdbdl nyert értéke 6,0. Hatdrozzuk meg
a hozza tartozo egy- és kétoldali p -értéket!

Az F1.3. tdblazat 14 szabadsagfokhoz tartozo sora szerint a probafiiggvény mintabol
nyert értékét a 2,5 és 5 %-os szignifikanciaszinthez tartozo baloldali kritikus értékek
fogjak kozre. Ezért az egyoldali p -értékre 0,025< p <0,05, a kétoldalira pedig

0,05< p<0,10 all fenn.

7.5. Egy y’-probaval végzett fiiggetlenségvizsgalat esetén a probafiiggvény értéke

valamely 4 sorbol és 3 oszlopbol allo kontingencia-tablazat alapjan 6,0. Mekkora a hozza
tartozo p -érték?

Ebben az esetben v=3x2=6. Az F1.3. tabldzat e szabadsagfokhoz tartozo sora
szerint a probafliggvény mintabol nyert értékét a 25 és 50 %-os szignifikanciaszinthez
tartoz6 kritikus értékek fogjak kozre, amelyek a hipotézisvizsgalat tdrgya miatt csakis
jobboldali kritikus értékeknek tekintenddk. Ezért 0,25 < p < 0,50, ami meglehetdsen

tag intervallum.

7.6. Egy varianciaanalizist elvégezve az F =5,8 eredményt kaptuk. A szabadsagfokok
v, =7 és v, =10. Mekkora a megfeleld p -érték?

A jelen esetben nyilvan a jobboldali p -értékre adhatd also és felsd hatart keressiik.

Ehhez a rendelkezésre 4ll6 minden F-tablazat adott szabadsagfok-péarhoz tartozo
cellajat végig kell nézniink. Az F1.4. tdblazatok alapjan megallapithat6, hogy

Kvantilis
rendszam Cr
0,9 2,41
0,95 3,14
0,975 3,95
0,99 5,20
0,995 6,30

Ennek alapjan a keresett p -érték hatarai 0,005 < p <0,010.



Amennyiben ugyanez a probafliiggvény érték egy variancidk 0Osszehasonlitasara
iranyulo kétoldali hipotézisvizsgalat eredménye lenne, ahol 8 a nagyobb, 11 a kisebb
becsiilt varianciat adé minta nagysaga, akkor az elébb kapott hatdrok kétszerese adna
becslést a p -értékre.

8. A masodfaju hiba valésziniiségének szamitasara szolgalo képlet a 7.22. példa esetében

A B meghatarozéasara hasznélhat6 altalanos szamitasi formula

(e) (¢}
Pu)=Ppy—z —=<y<po+z ,—=|p=p)=
1 0 e [, 0 1_5 , 1

2

(e} (e}
Ho—W +2 , Ho—W =2 o =
-2/ -2
2V @ 2N oAtz )-D(A-z ),
1-= -

(¢ (&) -
- 2 2

Jn Jn

=0

ahol A =Ho—Hi s B(u,) jeloléssel azt hangsulyozzuk, hogy a masodfaju hiba elkdvetési

o//n
valosziniisége fligg a H  -lal szemben ténylegesen fennallonak gondolt egyszerti

alternativaban szerepld p, varhato értéktdl. A képlet Excellel igen egyszeriien hasznalhato.
Ezt demonstralja a 7.22. példa Excel-munkalapja.

9. A fix hatasa egyszempontos3 varianciaanalizis modellje

A tananyagban a varianciaanalizisnek csak az alkalmazas szempontjabol leglényegesebb
pontjait emeltiik ki, holott a latszolag egyszerii eredmények mogoétt nagyon finoman
kimunkalt feltételek, meggondoldsok ¢€s modellek huzodnak. Ezért az itt kovetkezokben
bemutatjuk az eredmények hatterét, igaz, csak a legegyszeriibb, fix hatdsu egyutas variancia-
analizis esetében.

A varianciaanalizis abbdl a modellb6l indul ki, hogy a j-edik sokasagbdl szarmazo6 i-edik
mintaelem

yy':(u+Bj)+8y‘:Mj+81_’j (1)

alakt, ahol p ¢s P, ismeretlen paraméterek, ¢, pedig i ¢s j barmely érteke mellett egy

N(0,06°) eloszlasu valdsziniiségi valtozd. Az (1) modell szerint minden megfigyelés a
kovetkezd harom komponens Gsszege:
e cgy, a vizsgalt sokasagokbol dsszetevodo fésokasagra jellemzo p varhato érték;

* egy, csak a j-edik sokasagra jellemz6 B, konstans;

e cgy véletlen 0sszetevo.

? Egyutasnak is szokés nevezni.



Az elsé két komponens p+f3, Osszege igy valojaban a j-edik sokasagra jellemzd varhato
erték, amit p; -vel is szokas jeldlni. Ez azt jelenti, hogy B, =, —u, azaz a j-edik sokasag

¢s a fosokasag varhato értékének eltérése. A harmadik komponens az Y valtozénak a j-edik
sokaséagra jellemzé p; varhato érték korili véletlenszerii ingadozasat fejezi ki. Ettdl valik

sztochasztikussa Y és a vizsgalt sokasdgokat egymastdl megkiilonboztetd ismérv kapcsolata,
ha ez a kapcsolat egyaltalan fennall.

Mivel ez az ingadozas mindazon tényezok egyiittes hatdsanak tulajdonithato, melyek nem
jatszottak szerepet a kezelési sokasagok (vagy részsokasdgok) egymastol vald
elkilonitéseben, az ¢, valoszinlsegi valtozot (kisérleti) hibavaltozonak, e, valamely

konkrét értékét pedig (kisérleti) hibdnak nevezziik.* A varianciaanalizis (1) modelljét fix
hatasu egyszempontos (egyutas) varianciaanalizisnek szokas nevezni. A fix hatasu jelz6 arra
utal, hogy a modelliinkben szerepld p €s 3, nem valosziniiségi valtozo, hanem rogzitett

érték, azaz paraméter. Az egyszempontos jelzd ezzel szemben azt jelzi, hogy a (kezelési)
sokasagok csak egy olyan tényez6 — un. faktor — szempontjabol kiilonboznek, ami befolyast
gyakorol Y alakulasara. A varianciaanalizisnek az (1) modellen kiviil még szdmos mads, a
most targyalasra keriilonél joval bonyolultabb modellje ismeretes. Ezekkel gyakran
kiserlettervezési modellek néven lehet taldlkozni a szakirodalomban.

A varianciaanalizist eredetileg kifejezetten a kontrollalt kisérletekbdl szarmazd mérési
eredmények értékelésére dolgoztak ki, s ez még ma is ranyomja bélyegét a vele kapcsolatos
terminologiara. Igy példaul gyakran lehet taldlkozni azzal a kifejezéssel, hogy a vizsgalt
sokasagok egységei valamilyen tényezd (faktor) kiilonb6zé ,,szintjeinek” megfeleld
»kezelésben” részesiiltek. Ugyancsak a kisérlettervezés tipikus terminoldgidja a ,kezelési
hatas” és ,kisérleti hiba” elnevezes is. A j-edik fajta kezelés hatdsanak a B, =p, —p

paramétert szokds nevezni, kisérleti hibanak pedig mindazon hatdsok ereddjét, melyek a
kisérlet végzdje altal nem kontrollalt tényezOknek tulajdonithatdo. A moddszer a kontrollalt
kisérletek eredményeinek értékelése mellett természetesen minden olyan esetben hasznalhato,
amikor elére meghatarozott részsokasagokbol szdrmazd, egymastdl fiiggetlen mintak alapjan
all csak modunkban a részsokasagok varhato értékeinek egyezésére vagy éppen eltérésére
vonatkozo feltevésiink helyességét ellendrizni. Ilyenkor a ,kisérleti hiba” mindazon hatdsok
ereddje, melyek a részsokasagok megkiilonbdztetésére hasznalt ismérv(ek)en kiviil befolyassal
vannak még Y nagysagara.

Az (1) modell alapjan a tankonyvben megfogalmazott nullhipotézis felirhat6 a

Hy:By =B, =...=PBy =0

modon is. Az ezzel szembedllithato alternativ hipotézis természetesen az, hogy a JB,

paraméterek nem mindegyike nulla. (Természetesen ez is ekvivalens a korabbi H-lal
szembeallitott alternativ hipotézissel.)

* Az (1) modellben szerepl6 e; hibavéltozo minden konkrét megfigyelés esetében az N(0, o*) eloszlas valamely

lehetséges értékét veszi fel. Mivel az egyes mintak FAE mintak és fliggetlenek is egymastol, az (1) modellben
szerepld &; (i=12,....n;, j=12,...,M) valoszinliségi valtozok fiiggetlenek egymastol.



Az (1) modell szerint a j-edik sokasagbol szarmaz6 n; elemli minta y, atlaganak vérhato
érteke

E()_/j):E{LZj:(MﬁLBj +8,,-)}=M+B,-, @)

I’lj i=1

hiszen E(g;)=0 minden i és j ert€kre, p ¢s B, pedig nem valoszinliségi valtozok, hanem

ismeretlen fix paraméterek.

Az (1) modell és annak feltevései alapjan konnyen belathat6, hogy

M
SN 5 A S T 2B,

E(y):E{—Zn/yj}:—Zn_/E(yj):_zn./_(u.%[}j):“_k#’

n =i = noD n

ahol felhasznaltuk a (2)-t. Eszerint fominta y atlaga csak akkor lehet torzitatlan becslése -
nek, ha

M
2.nB,=0.
=1

Nyilvanvalo, hogy H, fennéllasa esetén ez a feltétel automatikusan teljesiil.

Az is bizonyithato, hogy
E(SZ) =o’, akar igaz H,, akar nem,
és
2

c, ha H, igaz,

E(Slz): 2 1 M 2 . :
c +M_lzj=1njﬁj, ha H, igaz

Ha tehdt H, igaz, s; is, s, is torzitatlanul becsli o”-et, aminek kovetkeztében az F
probafiiggvény 1 kériil ingadozik. Ha viszont H,, nem igaz, s; feliilbecsli c” -et, ami F-et 1-
nél nagyobba teszi. Ezért a proba jobb oldali kritikus tartomannyal hajtando6 végre.
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