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0SSZEFOGLALAS

Brouwer és kiilondsen Wittgenstein elemzéseit kdvetve amellett érvellink, hogy a tényszer(
matematikdban nincsenek végtelen mennyiségek, csak vég-,telen” tulajdonsagok a ,hatérta-
lansdg” értelmében. Ennek ellenére Brouwer, Weyl és Wittgenstein forradalmi programjéaval
szemben egy helyesen értelmezett, nem metafizikai matematika érdekében nincs sziikség arra,
hogy a transzfinit mennyiségek klasszikus elméletét kikiiszoboljuk: elég oly médon megval-
toztatni a matematikai formalizmus verbdlis leirdsat, hogy ennek soran csak a ,hatartalansag”
fogalmat hasznéljuk mint véges konstrukcidk sajatossagat. Ugyanakkor a hatartalan matemati-
kai targyak elmélete erésen kapcsolédik a mennyiségi végtelen intuitiv képzetéhez — s6t ezen
intuitiv képzet vezeti azt. A hatartalan targyak az intuicidban adott végtelent szimbolizaljak, és
ezdltal Cantor matematikaja Bach zenéjéhez vagy Pilinszky Jdnos koltészetéhez hasonléan a
transzcendens felé mutat. Az, hogy ez az intuicié csupan hamis illizié-e, mely a nyelv elblvolé
jellegébdl fakad, mint amiképpen ezt Wittgenstein éllitja, vagy értelmezhetd a transzcendens
viladg evilagi megnyilvéanulasaként, nem tartozik tanulmanyunk targyahoz.

ABSTRACT

In line with Brouwer’s and especially Wittgenstein’s analysis, we argue that in factual mathe-
matics there is no infinite quantities but only in-‘finite’ properties in the sense of limitlessness.
However, in contrast to the revolutionary program by Brouwer, Weyl and Wittgenstein, for a cor-
rectly interpreted, non-metaphysical mathematics one need not eliminate the classical theory
of transfinite quantities: it is enough to change the verbal description of mathematical formal-
ism by using only the term of limitlessness as property of finite constructions. At the same time
the theories of unlimited mathematical objects are firmly connected with, even guided by, the
human intuition of quantitative infinity. The unlimited objects symbolise the intuitively given
infinity and through this symbolisation Cantor’s mathematics points toward the transcendent,
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similarly to Bach’s music or Jdnos Pilinszky’s poetry. The question whether this intuition is only a
false illusion emerging due to the enchanting character of language, as Wittgenstein claims, or
it can be interpreted as a this-worldly appearance of a transcendent world, does not belong to
the subject of this essay.

Kulcsszavak: matematika, végtelenség, hatartalansag, metafizika, transzcendens, Cantor, Witt-
genstein, Bach zenéje, Pilinszky Janos koltészete

Keywords: mathematics, infinity, limitlessness, metaphysics, transcendent, Cantor, Wittgen-
stein, Bach’s music, Janos Pilinszky’s poetry

»A végtelen lényegének végleges megvilagitasa messze tilmutatva a specia-
lis szaktudomanyos érdekeken az emberi értelem becsiiletének megorzése
érdekében valt szlikségessé.” (David Hilbert, 1926, 163.)

Bz arendszer [az analizis hagyomanyos rendszere] 6nmagaban nem tartha-
to [...] Bouwer — ez a forradalom!” (Hermann Weyl, 1921, 56.)

»1) A végtelen 6sszességek a sz6 semmilyen értelmében nem 1éteznek (azaz
sem realisan, sem idedlisan) [...] ii) Ennek ellenére tigy kell folytatnunk a
matematikai tevékenységet, mint szokasosan, azaz ugy kell cselekedniink,
mintha a végtelen Osszességek valoban léteznének.” (Abraham Robinson, a
non standard analizis kidolgozoja, a matematikai modellelmélet egyik meg-
alapozdja, 1964-ben: Robinson, 1965, 230.)

,»A filozdfia mindent tigy hagy, ahogyan az van” (Ludwig Wittgenstein, Phi-
losophische Untersuchungen § 124.)

Témavalasztasunk a matematika torténetében nem jaratos, illetve a matematikan
beliili kiilonb6z6 torekvéseket nem ismerd érdeklédékben meglepetést valthat ki.
Hat nincs végtelen sok természetes szam? — kérdezheti a matematikat kozépis-
kolas fokon jol ismerd, nem matematikus olvasé. Hiszen a végtelen halmazok és
mennyiségek integrans részét képezik a cantori halmazelméletnek és korrigalt,
axiomatikus valtozatanak! — kialthat f6l a matematikai irdnyzatok vitajaban nem
jaratos, platonista modon gondolkodd szakmatematikus. De a filozofiatorténé-
szek is gyakran hivatkoznak arra, hogy az europai gondolkodas csak a potencia-
lis mennyiségi végtelent ismerte el egészen addig, mig Georg F. Cantor ,,egzakt
modon”, ,,tudomanyosan” be nem bizonyitotta az aktualis mennyiségi végtelen
létezését.

Am van itt egy folottébb zavaré — a mennyiségi végtelen szokvanyos mate-
matikai és filozofiai targyalasaban kifejezetten elhallgatott — tényezd: e végtelen
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aktualitasat és matematikai legitimitasat tobbek kdzott olyan kivald matematiku-
sok tagadtak, mint Leopold Kronecker, Emile Borel, Henri Poincaré, Luitzen Eg-
bertus Jan Brouwer, Hermann Weyl, az ifjabb Andrej Andrejevics Markov, vagy
a non standard analizis kidolgozoja, Abraham Robinson. S itt nem alkalmazhat6
a nagy, de az uj eredményeket megemészteni nem képes tudosok altalanosan el-
terjedt klis¢je sem, hiszen Brouwer és Weyl éppenséggel ifju lazadok voltak, akik
még az altaluk nagy dregként tisztelt Hilberttel is szembefordultak — de az is ab-
szurd foltételezés, hogy olyan kivalé matematikusok, mint Henri Poincaré, Emile
Borel vagy Abraham Robinson dilettansak lettek volna e teriileten.

Arra, hogy a mennyiségi végtelennel kapcsolatos most jelzett leegyszerisité-
sek mily erésen hatnak a mai magyar gondolkodasban, karakterisztikus példaval
szolgal Komorjai Laszlo A metafizika és a végtelen cimii, 2015-ben megjelent
— egyébként szinvonalas — tanulmanya (Komorjai, 2015). Ebben a szerz6 elfelej-
ti megemliteni azt a targya szempontjabol jelentdségteljes tényt (vagy nem tud
rola?!), hogy az altala érintett végtelenfogalom a cantori elmélet platonista értel-
mezésének, azaz nem a tiszta matematikanak, hanem egy adott metafizikanak
fogalma. Jelen irasunk célja, hogy a sziik terjedelmi korlatok kozott megvilagitsa
amennyiségi végtelennel szembeni szkeptikus allaspontok hatterét, s ily mddon a
targykorrel kapcsolatos leegyszeriisitések ismételgetése helyett 6sztondzze annak
megismerését. Ennek soran csak a végtelen szdmsorozatokra fogunk reflektalni,
de megjegyezziik, hogy a gondolatmenet ,,lefel¢”, azaz a végtelen oszthatosag €s
a valos szamok folytonossaganak fogalma tekintetében is alkalmazhato. S persze
nem térhetiink ki a végtelen fogalmaval 0sszefiiggd tiszta egzisztencialis bizonyi-
tasok problémakdrére sem, mely utobbiak kikiiszobolése a konstruktivista mate-
matika f6 motivacidja.

Bar Magyarorszagon igen erés Ludwig Wittgenstein kultusza, ugy tlinik, e
kultusz képviseldinek egy része a mennyiségi végtelennel kapcsolatos font jel-
zett hamis képzetet koveti, azaz Wittgenstein-rajongoként sem ismeri az osztrak
filozofus matematikafilozofidjat. A jelen iras ezen egyoldali — sokszor mar-mar
sznob — Wittgenstein-kultusz korrekciojara is iranyul.

PREMATEMATIKA, POSZTMATEMATIKA, MATEMATIKAI NARRATIVA

Bar gondolatmenetiink nélkiiliik is jol kovetheto, targykoriink jobb megértéséhez
hozzajarulhat, ha bevezetjiik a jelen alcimben szerepld fogalmakat, melyekben a
»pre” és a ,,poszt” jelzd természetesen nem id6i meghatarozottsagként, hanem
logikailag értendo.

,,Prematematika” alatt azokra a nem matematikai — mddszertani, ismeretel-
meéleti, ontologiai ¢s metafizikai — megfontolasokra utalunk, melyek megszabjak,
hogy miképpen kell mivelni a matematikat. A legjellegzetesebb prematematikai
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elv az ellentmondas kizarasanak elve. Am nemcsak ilyen trivialis kovetelmények
tartoznak a prematematika fogalma ald. Barmily sikeres is volt a Newton—Leib-
niz-féle differencial- és integralszamitas, annak idején a matematikusokban erds
szkepszis fogalmazodott meg vele szemben a benne szerepld ,,végtelen kicsiny”
fogalma miatt. Mas tényezOk mellett ez a szkepszis mint prematematikai meg-
fontolas is motivalta a 19. szazad eleji matematikat e fogalom kikiiszobolésére
— ami azutan Augustin Caushynak és kovetSinek koszonhetSen sikerrel jart. Am
szintén prematematikai irdnymutatas Abraham Robinsonnak mottonkban idézett
kijelentése, amennyiben a 19. szdzad eleji matematikusoktol eltérden megkoveteli
a végtelen matematikai bevezetését, de csak azzal a foltétellel, ha tudatositjuk:
valdjaban nem létezik. E kovetelmény azért is tanulsagos, mert magaban foglal
egy posztmatematikai elemet: a matematikai elméletben ugyan jelen lehet a vég-
telen fogalma, am hibas ennek alapjan létezésére kovetkeztetni: bar nem kell a
végtelent kikiiszobolni a matematikai elméletbdl, a kész elméletet ugy kell hagyni
»ahogyan az van”, am az elmélet fogalmi elemzése soran tisztaban kell lenniink
azzal, hogy ez a végtelen csak ,.tettetett”.

S ezen a ponton vezethetjiik be a matematikai narrativa fogalmat, melyet a
20. szazad egyik legnagyobb matematikusanak, David Hilbertnek a matematikai
végtelenrdl szolo szép gondolatvezetésii tanulmanya segitségével vilagithatunk
meg legjobban (Hilbert, 1926). Hilbert ebben kozismerten kiall a Cantor altal
teremtett matematikai ,,paradicsom” mellett, ugyanakkor a matematikai alapjai,
a matematika tulajdonképpeni ,,magja” tekintetében finitista-formalista prema-
tematikai elveket fogalmaz meg. Eszerint a matematikanak eredendéen jelentés
nélkiili, véges jelekbol és az azokbdl véges szabalyok altal képezhetd formulak-
bol, jelsorozatokbol kell allnia. Egy matematikai tétel akkor és csak akkor érvé-
nyes, ha az axiomakként lerdgzitett véges jelsorozatokbol az ujabb jelsorozatok
képzési szabalyainak alkalmazasaval megalkothat6. Persze Hilbert egyaltalaban
nem azt allitja, hogy a matematikusok ne értelemmel biré matematikai képze-
tekkel és elvont képekkel (szamokkal, szamsorozatokkal, algebrai struktarakkal,
figgvényekkel, egyenletekkel, geometriai alakzatokkal stb.) foglalkoznanak. K&-
vetelménye a matematikai bizonyitasra, illetve a valdban egzakt matematikara
vonatkozik. Azt fogalmazza meg éles elméjlien, amit a matematikusok tobbsége
mar koraban is tudott vagy sejtett: egy matematikai tétel igazsaga az axiomatikus
folépitésti — tehat valoban egzakt — matematikdban nem azon mulik, hogy milyen
képzeteket, képeket, szavakat, illetve értelmet hordozo elbeszélést fliziink a jelek-
hez ¢s jelsorozatokhoz, hanem csupan az axidomakbol mint jelsorozatokbodl valod
levezethetdségen. Arra mutat ra, hogy a matematikai formalizmushoz kapcsolodo
matematikai szohasznalat és a matematikusok képzetei nem érintik a matemati-
kai allitasok bizonyitottsagat. Az altalunk ,,posztmatematikai”-ként meghataro-
zott elemzés pedig csupan a szohaszndlatra, a ,,narrativara” iranyul: azt elemzi
anélkiil, hogy érintené a szigoru értelemben vett matematikai elméletet.
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Megkozelitésiink a kovetkezoekben szigortian ,,posztmatematikai” lesz: tar-
gyunkat nem a szigoru értelemben vett matematikai elmélet, hanem csupan a
hozzakapcsolt uralkodé elbeszélésben szerepld ,,mennyiségi végtelen” fogalma
fogja képezni. Hacsak nem utalunk ennek ellenkezojére, a ,,cantori elmélet”, vagy
»Cantor elmélete” kifejezéssel mind az eredeti cantori, mind annak késobbi, Ernst
Zermelo és Abraham Fraenkel altal axiomatizalt valtozatara utalunk.

AZ AKTUALIS MENNYISEGI VEGTELEN FOGALMARA IRANYULO KRITIKA KET FO MOZZANATA

A ,,mennyiségi végtelennek” mind altalaban vett, mind matematikai fogalmaval
kapcsolatosan két jelent6s kritikai észrevétel tehetd. Mivel ezek legtalalobb mo-
don Wittgenstein matematikai reflexioiban fogalmazodtak meg, a kovetkezOek-
ben téle idézlink néhany vonatkoz6 megjegyzést:

)

,»Azt is mondhatjuk: nincs ut a vég-
telenhez — még végtelen ut sem [...]
A végtelen Gtnak ugyanis nem »vég-
telentil messze 1évo« vége van, ha-
nem nincsen vége.” (Wittgenstein,
1930, X11/123: 146.)

,»Rendben, a fasornak végtelennek
kell lennie. De ha végtelen, akkor ez
pontosan azt jelenti, hogy nem sé-
talhatsz el a végéig. (Ex hypothesi
nem.) ... Azaz a végtelen fasornak
nincs vége valahol »végtelen mesz-
szeségben«: nincs vége.” (Wittgens-
tein, 1930, X11/123: 146.)

»Ami a vég nélkiliségben vég-
telen, az a vég nélkiiliség maga.”
(Wittgenstein, 1930, X11/145: 167.)

i)

»Képzeljiink el egy embert, aki
végtelen ideje él, és aki éppen azt :
mondja nekiink: »épp most irtam le = Ludwig Wittgenstein Swansea-ben 1947-ben
amn utolso szamjegyét, és az ketto«. (Wikipedia Kézkincs: https://commons.
Elete minden napjan leirt egy szdm-  ikimedia.org/wiki/File:50. Wittgenstein in_
jegyet, mégpedig oly modon, hogy Swansea_(taken by Ben Richards).jpg
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azok leirasat sohasem kezdte el, és éppen most jutott a végére. Ez nyilvanva-
l6an nonszensznek tlinik, és a végtelen 0sszesség fogalmanak »reductio ad
absurdum«-a.” (Wittgenstein, 1930, X11/145: 166.)

,»»Ismerheti-e Isten a m valamennyi szdmjegyét?« ... A valasz minden
ilyen esetben ugy hangzik, hogy: a kérdés értelem nélkiili.” (Wittgenstein,
1930, X11/128: 149.)

A VEGTELENSEG ES A, VEG"-TELENSEG FOGALMANAK ALAPVETO KULONBOZOSEGE

Az els6 csoportba tartoz6 kritikai megjegyzések a ,,végtelen” sz6 bizonytalan
hasznalatara hivjak fol a figyelmet. Nyilvanvalo, hogy e szot alkalmazhatjuk egy
adott, jol meghatarozott Gsszesség vagy targy mennyiségi jelzéjeként, mégpedig
ugyanoly mddon, mint amikor kijelentjiik, hogy a Budapest és Bécs kozotti ta-
volsag 240 km, vagy egy adott katonai ezred hivatalos allomanyi 1étszama 1023
6. De hasznalhatjuk a vég nélkiiliség, a befejezetlenség értelmében is. S konny
belatni, hogy az elsé fogalom annyiban mindenképpen metafizikai, amennyiben
végtelen nagysagu targyakkal, végtelen elemmel bird Osszességgel tapasztalati-
lag sohasem talalkoztunk, azaz e képzetek az intuicio és a metafizika vilagahoz
tartoznak. Ezzel szemben a vég nélkiiliség nem mennyiségi, hanem mindségi
meghatarozottsag, és mindig véges dallapotot ir le. Példaul egy ut adott pontjan
maga az Ut tovabbhalad, nincs vége. Hasonloképpen: egy végtelen szamsorozat
barmely nagy sorszamu véges tagjat valasszuk is, az nem a szamsorozat végén
lesz, hanem tjabb tag koveti.

Wittgenstein elséként idézett sorai arrol szolnak, hogy amikor a matematikai
narrativa a cantori elmélet kapcsan végtelenségrol beszél, és ennek soran a vég-
telenre mint mennyiségre hivatkozik, kategoriahibat kdvet el: a végnélkiiliséget,
a ,,vég nélkiili tovabbfolytathatosag”-ot, azaz az ebben az értelemben vett hatar-
talansagot €s nyitottsagot tévesen €rtelmezi at olyan mennyiségi tulajdonsagga,
mint amilyen példaul egy adott virdgcsokorban 1évé rozsaszalaknak vagy egy
konyv lapjainak szama. Wittgenstein észrevételének szellemében kategoriahi-
bat kovetiink el, ha példaul azt allitjuk, hogy a természetes szamok halmazéanak
elembeli mennyisége ugyanugy konkrét mennyiség (a megszamlalhato végtelen),
mint egy adott rozsacsokor rozsaszalainak szama (mondjuk 6t). Csak annyit allit-
hatunk, hogy a természetes szamok halmaza, illetve sorozata hatartalan, nyitott:
barmikor tovabbfolytathatd, barmikor bévithet6 ujabb elemekkel, tartalmazzon is
barmily nagyszamu véges elemet, illetve jusson is el folsorolasunk barmily nagy
(de sohasem ,,végtelenedik”, hanem mindig véges) sorszamu elemhez.

Hat nincs végtelen sok természetes szam? Vajon nem végtelen sok tagot fog-
lal-e magaban a természetes szamok sorozata, vagy az 1/n? sorozat? — vethet-
jik ellen Wittgensteinnek. S valoban: kijelenthetjiik, hogy ezek végtelen elemi
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halmazok. A kérdés viszont nem ez, hanem az, hogy min alapul ezen allitas, és
mi az ontologiai (Iétbeli) statusza az igy adodo kijelentésben szerepld végtelen
Osszességeknek.

A fizikai vilagban ezek nem léteznek: még az sem bizonyithato, hogy ha vég-
telen sok természetes szdm nem is, de legalabb megszamlalhatoan végtelen sok
elemi részecske 1étezne a kozmoszban. (A mai fizikusok koziil sokan egyenesen
tagadjak ezt) Akkor talan az ember altal alkotott kulturalis-szellemi vilagban
vannak jelen e végtelen elemii sorozatok, végtelen sok tagjukkal? Nyilvanval6an
nem. Ennek belatasara jatsszunk el Wittgenstein hasonlataval: tegyiink fol egy
végtelen 1d6 ota €16 személyt, aki eddigi (tehat végtelen) élete soran minden nap
leirta a m kdvetkezo tizedes jegyét. Ez a személy vagy a végére ért a nt tizedesek-
ben torténd kifejtésének, vagy nem. Ha igen, ismerjiik a 7 utolso tizedes szam-
jegyét, ami nonszensz. Ha nem, akkor meg kell adnunk, hogy hanyadik konkrét
jegynél tart, ami szintén nonszensz, hiszen mar végtelen id6 o6ta tevékenykedik,
ezért véges sorszamu jegynél nem tarthat, ,,végtelenedik” jegy pedig nincs. Mint-
hogy a m tizedesjegyeinek sorozatahoz hasonléan sem a természetes szamoknak,
sem pedig az 1/n? sorozatnak sincs sem ,végtelenedik” sem utols6 tagja, a mar
végtelen 1d6 ota elképzelhetetlen nagy sebességgel szamolni tudé intelligens gé-
pek vagy mas csillagrendszerek gyorsan szamol6 értelmes 1ényei sem adhattak
meg vagy szamolhattak ki ezeket. Ezért egy ilyen sorozat Gsszes lehetséges tagja
nem létezhet evilagi, a fizikai kozmoszban €16 és természetfolotti képességekkel
nem rendelkezd 1ények szellemi-kulturalis vilagaban sem.

Ha azt allitjuk, hogy a természetes szamok sorozata ténylegesen (aktualisan)
végtelen sok tagot szamlal, akkor ez a végtelen sokasag csak egy harmadik tar-
tomanynak alkothatja részét, mely ugyantgy lehet az ideak platoni vilaga, mint
amiképpen egy isteni jellegii, transzcendens létezé mozzanata, mely a keresztény
kultarkérben maganak Istennek elméje. Ami Cantort illeti, ugy tlinik nem gondol-
ta teljesen végig az altala transzfinitnek — ,,végesen tli”-nak —, de az elterjedt szo-
hasznalatban tovabbra is ,,végtelen”-nek nevezett mennyiségek 1étezésével kapcso-
latos ezen problémat, mivel ugy vélte, hogy nemcsak azok fogalma, hanem maguk
e mennyiségek is jelen vannak mind az emberi elmében, mind a fizikai vilagban.
Ugyanakkor arrdl is ir, hogy azok egyuttal 6rokkévalo, transzcendens 1étezéssel
is birnak egy platoni tipust harmadik vildgban (Cantor, 1893, 181.), illetve Isten
elméjében (Cantor, 1895). Ezen utdbbi allaspontot jellegébdl kovetkezden roviden
»teoplatonista”-ként jellemezhetjiik, és a Cantorral foglalkozo szakirodalom sok-
oldalian bizonyitotta, hogy halmazelméletének szigortian matematikai aspektusa
szorosan Osszefonodott szamara a mennyiségi végtelen transzcendens létezését
allit6 ezen folfogassal (vo. pl. Dauben, 1979). Ezt az 6sszefonddast azutan az axio-
matikus halmazelmélet megsziintette, és Hilbert tobbek kozott ezt hasznalta ki a
cantori elméletet védelmezve, amikor is az axiomatikus halmazelmélet formula-
ihoz (tehat a tulajdonképpeni szigoru matematikahoz) csatolt cantori transzfinit
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mennyiségeket — azoknak Cantor altal
allitott platonista realitdsaval szem-
ben — (nem metafizikai, hanem kantia-
nus értelemben) ,,idealisként™ hatarozta
meg (Hilbert, 1926, 174-176., 190.).
Cantor elméletét tehat egy adott
metafizikai csomagolasban fejtette ki,
s ezaltal Osszemosta a matematikat
annak filozofiai értelmezésével. Tra-
gédidja, hogy ezt a két Osszefonodott
aspektust nem tudta egymastol megkii-
16nboztetni, aminek nyoman a meny-
nyiségi végtelent ért minden fogalmi
kritikdt matematikéja elleni tdmadas-
ként ¢lt meg, s ez sulyos lelki-szellemi
megrazkodtatast okozott szamara. Az
axiomatikus halmazelmélet viszont le-
valasztotta a tiszta matematikat annak
metafizikai interpretacidjardl, am ezt
az uralkodd matematikai nyelvhasz-
nalat, oktatds és népszerlsités még
Georg Cantor, a transzfinite mennyiségek mindig nem vette tudomasul: még ma

elméletének megalkotdja 1870 koriil is tobbnyire platonista folfogasban tar-
(Wikipedia Kdzkincs: https://upload. gyalja Cantor elméletét.'Persze ¢z eg}f
wikimedia.org/wikipedia/commons/6/67/ lehetséges értelmezés, hiszen a cantori
Georg_Cantor3.jpg) elméletet tekinthetjiik valamely har-

madik vilag elemeinek leirasaként, és
matematikai termékenységét megokolhatjuk ezen hipotetikus harmadik vilag 1¢-
tezésével. Am e vildgnak foltételezése mar nem a matematika, hanem a metafizi-
ka teriiletére tartozik, és természetébol kévetkezoleg nem bizonyithato. A plato-
nista harmadik vilag — vagy Isten elméje — a végtelen sok természetes szammal,
a transzfinit szamossagu halmazokkal és mds matematikai objektumokkal lehet
eldfoltevés, hipotézis, metafizikai meggyozodés vagy hit targya, de sohasem val-
hat matematikai tételle.

A MENNYISEGI VEGTELEN FOGALMI ELLENTMONDASOSSAGA
Elobbi fejtegetéseink nyoman az is lathato, hogy a végtelen elemii matematikai
sokasagok létezését allitd platonista folfogas nem sziinteti meg a mennyiségi vég-

telen fogalméanak ellenmondasos voltat. Eppen az ellenkezdje igaz tehat annak a
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filozofiatorténészek korében elterjedt allitasnak, miszerint Cantor bebizonyitot-
ta volna e fogalom ellentmondas-mentességét: Wittgenstein elébb idézett példai
nyoman — de azoktol fiiggetlentil is — belathato, hogy a végtelen, lezart 6sszessé-
gek fogalma kikeriilhetetlentil ellentmondasos. Ha foltessziik, hogy egy platonis-
ta harmadik vilagban Iéteznek mennyiségi értelemben végtelen elemii halmazok,
melyeknek végtelensége ugyanolyan konkrét, jol megragadhatdo mennyiség, mint
példaul egy konyv lapjainak konkrét szama, ohatatlanul olyan létszférat folté-
teleziink, melynek viszonyai az emberi értelem szamara ugyantigy folfoghatat-
lanok, mint amiképpen Isten végtelenségének hagyomanyos teoldgiai fogalma
ilyen. A népszerusit6 irodalomban targyalt matematikai végtelenségparadoxonok
kifejezetten a platonista narrativa szovegosszefiiggésében 1épnek fol, és a meny-
nyiségi végtelen platonista fogalmanak paradox voltat — folfoghatatlansagat — il-
lusztraljak. (Szokasos targyalasuk soran persze elhallgatasra keriil, hogy benniik
immar nem magardl a tulajdonképpeni matematikardl, hanem annak platonista
interpretaciojardl van szo.)

A prematematikai ¢és posztmatematikai kritika megkiilonboztetése, vala-
mint a matematikai narrativa fogalma segitségével arra is valaszt kapunk, hogy
a mennyiségi végtelen fogalmi ellentmondasossaga ellenére miképpen lehet az
axiomatikusan korrigalt cantori halmazelmélet jelenlegi tudasunk szerint logi-
kailag-formalisan ellentmondasmentes. (Ne felejtsiik el: a matematikai elméletek
ellentmondas-mentességének abszolut bizonyitasa altaldban nem lehetséges.) Az
axiomatikus halmazelmélet nem azonos a platonista metafizikaval, és azt nem is
elofoltételezi vagy foglalja magaban: attdl még, hogy a matematika egyik lehet-
séges filozofiai értelmezése az emberi €sz szamara fogalmi ellentmondast gene-
ral, magaban a matematikédban nem keletkeznek ellentmondasok. Az axiomatikus
halmazelmélethez kapcsolt platonikus elbeszélés nem érinti az elmélet axiomadit,
levezetéseit, tételeit: a narrativaban hasznalt fogalmak ellentmondasos jellege
nem okoz logikai ellentmondast magaban a matematika tudomanydaban.

EGY ,FORRADALOM” MEGBEKITESE

Lathattuk, hogy a mennyiségi végtelennel kapcsolatos problémak nem magéaban
a cantori matematikdban Iépnek fol, hanem csupan annak platonista interpreta-
cidjaban — igy példaul a formalista interpretacioban eleve nincs jelen e fogalom.
Am nem sziikséges foltétleniil a formalista utat kovetni kikiiszobolése érdekében.
S6t, bar Wittgenstein a maga posztmatematikai kritikajaval a matematikusokat
a cantori matematika elvetésére és helyette 1j matematika kidolgozasara kivanta
0sztondzni, éppen 6 mutatott utat ahhoz, hogy miképpen dolgozhato ki egy olyan
nem formalista interpretacio, amely a cantori matematikat véaltozatlanul megoriz-
ve kikiiszoboli a mennyiségi végtelen fogalmat.
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Ez az értelmezés — Brouwer, Weyl és Wittgenstein radikalis, a matematika
megujitasara iranyuld elképzeléseivel szemben — a matematikat valtozatlanul
hagyva csupan a hozzdkapcsolt narrativat érinti, és kézéppontjaban a végtelen-
ségnek mint ,,vég”-nélkiiliségnek, mint hatartalan tovabbfolytathatosagnak fogal-
ma all. Mert ugyan a platonikus harmadik vilag létezése csupan bizonyithatatlan
foltevés, illetve metafizikai meggy6z0dés, a hatartalan tovabbfolytathatosag, il-
letve bovithetdség mint véges matematikai sokasagok tulajdonsaga, tényszertien,
vitathatatlanul jelen van. Igy — mint lathattuk — barmily nagy (de természetesen
mindig sziikségszerlien véges) természetes szamot adunk is meg, a természetes
szamok képzési szabalya olyan, hogy ujra és ujra létrehozhatunk tjabb és tijabb,
az eddigieknél nagyobb természetes szamokat. S hasonldan, a természetes sza-
mok barmely nagy elemszamu véges halmaza alljon is rendelkezésiinkre, az min-
dig bovithetd tovabbi természetes szamokkal. Lehet, hogy ez azért van igy, mert
létezik a platonista harmadik vilag és azon beliill a megszamlalhatdéan végtelen
sok természetes szam — am ez metafizikai hit, posztuldtum vagy meggydzddés
kérdése. Az viszont tényszerii, vitathatatlan evilagi adottsag, hogy a természe-
tes szamok vég nélkiili tovabbképezhetosége és barmely véges halmazuknak vég
nélkiili bévithetésége minden platonista foltételezés nélkiil is fonnall, és a termé-
szetes szamok képzési szabdlyanak — tehdt egy véges, evilagi, minden transzcen-
denciatol mentes szabalynak — tulajdonsagabdl fakad.

Wittgenstein elemzéseire, valamint a matematika és a matematikdhoz csatolt
narrativa kiilonbozoségének tényére alapozva tehat a mennyiségi végtelen prob-
lematikus fogalma a matematika megujitasara iranyul6 ,,forradalmi” térekvések
nélkiil is, pusztan ,,posztmatematikai” ton, a narrativa korrekciojaval eltiintet-
het6. Azt, amit Wittgenstein vég nélkiili tovabbfolytathatosagként ir le, a termé-
szetes szamok esetében jellemezziik ,,alef nulla” tulajdonsagként, anélkiil hogy
foltennénk végtelen sok természetes szam létezését. Ha pedig egy halmaz tetszo-
leges adott eleméhez kdlcsondsen egyértelmiien hozzarendelhetd valamely ter-
mészetes szam, az ilyen halmazokat is mindsitsiik ,,alef nulla” tulajdonsagu hal-
mazoknak. Igy példaul a 2*n alaki természetes szamok (tehat a paros természetes
szamok) sokasaga esetében minden 2*n-nek megfeleltetheté az ,,n” és minden
,,n”-hez ugyanezen 2*n rendelhetd hozza. Igy a 2*n alaku természetes szamok
sokasagat szintén alef nulla tulajdonsaguként kapjuk meg. Vegyiik észre, hogy
e fogalmi revizidval nem csupédn a szohasznalat valtozott: az ,,alef nulla” tulaj-
donsag fogalma ugyanis nem foglalja magéaban, hogy a természetes szamok vagy
a paros szamok Osszessége lezart, végleges halmaz, mint amiképpen azt sem,
hogy ezen Gsszességek elemszama végtelen volna: elég csupan az emberiség altal
eddig megkonstrualt és a jovoben elvben megkonstrualhat6 természetes szamok
€s paros szamok halmazairdl beszélni, melyek sziikségképpen mindig végesek.

Ha a hatarértéket valoban hatarértékként gondoljuk el, és nem allitjuk azt, hogy
a kérdéses sorozat a végtelenben eléri, ,,megérinti” magat a hatarértéket, tovabba
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ha a fonti logikat és nyelvhasznalatot kiterjesztve bevezetjiik az ,,alef egy”, ,,alef
kettd”, ,,alef|[...]” stb. tulajdonsagokat, eltlinik a matematikabol a végtelen, mégpe-
dig oly modon, hogy a formalista megkozelitéssel szemben meg6rzddik a formulak
értelemmel telitettsége. Ez az értelmezés és szohasznalat tehat nem mezteleniti le
az elméletet puszta formuldakka, de nem is ruhazza fol azt metafizikai tartalommal.
Az ,alef” tulajdonsagok csak arra vonatkoznak, ami a formularendszerben tényle-
gesen jelen van: a hatartalansagnak, a nyitottsagnak mint tulajdonsagoknak kiilon-
bo6z6 tipusait jellemzik. (Konnyt belatni, hogy a Zermelo—Fraenkel-féle axioma-
rendszer végtelenségaxidmaja valojadban nem a mennyiségi végtelen értelmében
vett végtelenséget, hanem csupan a vég nélkiili tovabbképezhetdséget biztositja
az itt ,,alef nulla”-ként leirt valtozatdban. A hatvanyhalmazok konstrualhatosagat
lehet6évé tevod axioma pedig a végtelenségaxiomaval egyiitt az ,,alef egy”, ,.alef
kettd”, ,,alef [...]” stb. tulajdonsagot alapozza meg).

A nyelvhasznalat ilyen korrekcioja egyuttal filozofiailag-metafizikailag semle-
ges: nem viszi el a matematikai szemléletet egyoldaluan a platonista metafizikai
iranyba, de a platonista értelmezés irant vonzodok eldl sem zarja el a platonista in-
terpretacio lehetdségét, mikdzben a matematikat meghagyja ugy ,,ahogyan az van”.

A MATEMATIKAI VEGTELEN VALODI PARADOXONJA

Ezen a ponton azonban mégsem zarul le ez a problémakér. Igy nyilvan sem a
»forradalmar” matematikus Brouwer és Weyl, sem az antimetafizikus filozofus
Wittgenstein szadmara nem volna elégséges egy ilyen nyelvi korrekcio: 6k olyan
finitista matematikat tartananak elfogadhatonak, mely kizarja a platonista inter-
pretacionak még csak a lehetdségét is. Ez azonban egy masik torténet.

Am a javasolt nyelvi korrekcio a masik iranyban, a mennyiségi végtelen kép-
zete tekintetében sem old meg mindent. A népszeriisitd irodalom eldszeretettel
targyalja a mennyiségi végtelen paradoxonjait, amelyek — mint lattuk — valdjaban
nem altalaban a matematika, hanem a platonista modon értelmezett matematika
paradoxonjai. Igy nyelvi korrekcionk nyoman — mindaddig, amig nem 1épiink to-
vabb a platonista metafizika irdnyaba — eltlinnek ezek a paradoxonok. Példaul az
a platonista mennyiségi paradoxon, mely szerint a természetes szamok megfele-
z¢ése utan is ugyanannyi szam marad (azaz, az az allitas, hogy ,,ugyanannyi” pa-
ros szam van, mint természetes szam), abban az allitasban oldodik f6l, hogy mind
a természetes szamok, mind a paros szamok sokasaga ,,alef nulla” tulajdonsagu.

Csakhogy mindennek ellenére nehéz elképzelni a matematika olyan miive-
1ését, melynek soran a vég nélkiili tovabbfolytathdsaggal jellemzett — azaz nyi-
tott — konstrukciokhoz kapcsolodva valamiképpen ne jelenne meg a mennyiségi
végtelen intuicidja, mint amiképpen azt is nehéz elképzelni, hogy a geométer
csupan a hilberti értelemben vett jelentés nélkiili formulakban gondolkodna, és
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cpey

zatok. S itt kettds viszonyrdl van szd: egyrészt az e jelekkel adott formalizmus-
sal foglalkozva follépnek ezek az intuitiv képzetek (igy a cantori halmazelmélet
kapcsan a mennyiségi végtelen intuitiv, homalyos, ellentmondéasos és megra-
gadhatatlan, de mégis jol tetten érhetd képzete); masrészt, nehéz a matematikai
alkotast elképzelni anélkiil, hogy azt ne vezetnék ilyen intuitiv képzetek. Bar
tényszerlien — tehat a platonista metafizikai interpretacioé nélkiil — a matematikai
mennyiségi ,,végtelenek” valdjdban nem végtelenek, hanem csak véges konst-
rukcidk ,,vég” nélkiiliségének — azaz vég nélkiili tovabbépithetdségének — tipu-
sai, hidba latjuk be ezt, az intuicioban ohatatlanul folsejlik egyfajta masik, a
nyitottsagnal tobbet jelentd végtelen homalyos képzete is. S a matematikai vég-
telen igazi paradoxonja ez: a végtelennek a véges, nyitott konstrukciokhoz kap-
csolddoan folsejlo intuicidja. Az, hogy a véges szimbolumok akkor is a végtelen
liségrol van szo.

Tengelyi Laszlo a vildg végtelenségérdl szolé monografidjaban foleleveniti
Nicolaus Cusanus azon meglatast, miszerint a matematikai mennyiségi végtelen
fogalmaval szimbolizalhato a transzcendens abszolitum értelmiink altal folfog-
hatatlan végtelensége (Tengelyi, 2014, 440—441.). A szimbolizalas Cusanus—Ten-
gelyi-féle fogalmaval, de a metafizika és a teologia teriiletére még at nem Iépve,
most ugy fogalmazhatunk, hogy bar a matematika a maga véges konstrukcioival
csak a vég nélkiiliség értelmében vett végtelenséget, azaz a nyitottsagot ragadja
meg, ezzel egyuttal a mennyiségi végtelen intuitiv, racionalisan megragadhatat-
lan, am antropoldgiailag tényszeriien 1étezd intuitiv képzetét is szimbolizalja.

GEORG CANTOR MATEMATIKAJA ES JOHANN SEBASTIAN BACH ZENEJE

Utobbi allitasunkban a szimbolizalas fogalmaval két jol megragadhato evilagi,
tényszerli mozzanatot hoztunk kapcsolatba egymassal. Mert egyrészt mind a hal-
mazelméletnek a mennyiségi végtelennel ugyan tévesen jellemzett, de ténysze-
riien mégiscsak vitathatatlanul vég nélkiil tovabbképezhetd, soha le nem zarhato
¢s ebben az értelemben nyitott konstrukcioi, masrészt mind a végtelen intuicioja
mint antropologiai jelenség jelen vannak vilagunkban. S nem kell atlépniink a
metafizika tartomanyaba ahhoz, hogy ezaltal mély kapcsolat taruljon f6l Can-
tor halmazelmélete, Bach zenéje és Pilinszky Janos koltészete kozott. E zene
¢és koltészet evilagi, antropologiai ¢élményként Cantor elméletéhez hasonldan a
véges, tényszerl vilagon tulra mutatd, transzcendens végtelen képzetét ébreszti
ol a befogadok egy részében, s mint ilyen, véges vilagukat folnyitja a végtelen
iranyaban. Kifejezéen illusztralja ezt Pilinszky Janosnak és Kocsis Zoltannak a
Janos-passio, illetve a Widerstehe doch der Siinde cimi Bach-kantata kapcsan
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Kocsis Zoltan és Pilinszky Janos
1980. aprilis 15-én

A felvételt készitette: Moldovan Domokos.
HUNGART ©2020.
(Forras: http://mandarchiv.hu/cikk/215/Egy
ritka_felvetel amelyen Pilinszky mosolyog)

megfogalmazodott jol ismert kijelentése,
miszerint Bach zenéje ,,istenbizonyiték”
(Pilinszky, 1963.; Kocsis, 2013.).
Wittgenstein filozofiajanak szelle-
mében a mennyiségi végtelen intuicioja
a hibas nyelvhaszndlat kovetkezménye: a
nyelv elvarazsol benniinket. Ohatatlanul
folvetddik a kérdés, hogy vajon a Pilinsz-
ky Janos és Kocsis Zoltan kijelentésében
kifejezésre keriild élményekhez hasonlo
¢lmények csupan lélektani események-e,
melyektdl Wittgensteinnek a mennyiségi

srcr

z6 tételét kiterjesztve embertarsainkat a

Johann Sebastian Bach 61 éves koraban

Elias Gottlob Haussmann festménye
(Wikipedia Kozkincs: https://upload.
wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/
Johann_Sebastian_Bach.jpg)
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filozofiai nyelvi analizis terapiajaval meg kell szabaditanunk? Vagy éppen ellen-
kezdleg: a cantori matematika vég nélkiil folytathato, soha le nem zarhat6 nyitott
konstrukcidihoz és a mennyiségi végtelen ezek altal bar meg nem ragadott, de

crer

szolutum felé mutato evilagi evidenciak? Kérdések, melyek mar messze tulmutat-
nak a jelen tanulmany keretein (vo. még: Székely, 2018, 2019).
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