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0SSZEFOGLALAS

Napjainkban a megfoghato eszkdzdk tanulmanyozasa, készitése mellett nagyon fontos a sza-
mitdgépes lehetéségek bekapcsoldsa is az oktatdsba. A manipulativ eszkdzok szamitégépes
modellezés segitségével torténd Ujragondoldsa lehetdvé teszi az eszk6zok bizonyos sajatossa-
gainak dinamikus valtoztatasat, ami a statikus anyagi eszkdzzel nem lehetséges. igy valésulhat
meg egy téma sokoldalt, komplex megkozelitése. A cikk négy magyar fejlesztésli eszkozhoz
(Poliuniverzum, Logifaces, Jomili-kockék, Mondrian Blocks) kapcsolédéan mutat be néhany di-
gitdlisan megvalésithaté gondolatot.

ABSTRACT

Nowadays, in addition to the study and creation of tangible tools, it is very important to incorpo-
rate computer options into education. The reimagining of manipulative devices through com-
puter modelling allows for the dynamic modification of certain features of the devices, which is
not possible with static material devices. In this way, a multi-faceted and complex approach to
a topic can be achieved. The article presents some digitally feasible ideas related to four tools
developed in Hungary (Polyuniverse, Logifaces, Jomili Cubes, Mondrian Blocks).
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BEVEZETO

Az eszkbdzhasznalatnak a tanulas-tanitas folyamataban tobb évezredes hagyoma-
nya van. Mar az 6kori kinaiaknal, sumeroknal, egyiptomiaknal vagy gorogoknél
is 0sszekapcesolodik a matematikai absztrakcio és a kiilonb6zo targyakkal (botok-
kal, kavicsokkal) torténé manipulacio.

© 2023 Akadémiai Kiado



MAGYAR FEJLESZTES(U OKTATAST SEGITO ESZKOZOK ALTAL INSPIRALT DIGITALIS OTLETEK 1395

Az eszkdzhasznalat az oktatas javitasara sok lehetdséget rejt magaban, de nem
elég az eszkozoket csak a gyerekek kezébe adni, sziikséges megfeleld modszerek-
kel, jol atgondolt modon a tanulasi folyamatba beépiteni azokat (Swan—Marshall,
2010).

Varga Tamas komplex matematikatanitasi kisérletének egyik fontos tanulas-
elméleti vivmanya az volt, hogy a fejlédéslélektani kutatasok eredményeinek
megfelelden megvaldsitotta a személyes tapasztalatszerzésbdl induld ismeret-
szerzést. Minden kisgyerek szamara biztositani kivanta az elegendden széles
korti személyes tapasztalas lehetoségét — megfeleld targyi, manualis és gondola-
ti tevékenységeket szervezve szdmukra —, hogy tanitoi iranyitassal, segitséggel
sajat tapasztalataik altalanositasabodl és absztrahalasabol jussanak el az ismere-
tekig (Klein, 1980). Ez a tanulas eszkdzigényes, 1ényegesen tobb és nehezebb
szervezéssel, mas jellegli tanitasiranyitassal, mas ellenérzési médokkal jar, mint
a k6z16-befogado 1t.

Fontos az is, hogy a gyakorlati és a digitalis modellezést 6sszekapcsoljuk a
tanuldsi folyamatban, hogy ajanlasokat tegyiink a tanaroknak arra vonatkozoan,
hogy a STEAM-pedagogia hogyan tdmogathatja a tanitast az osztalyteremben és
azon kivil. A technoldgia integralasa a STEAM-projektekbe szinte elengedhetet-
len, mivel megfigyelhetd, hogy a technoldgia atalakitja a tanulasi kdrnyezetet, és
a 21. szazadi tanulas részévé valik (Prodromou—Lavicza, 2017).

ANALOG VAGY DIGITALIS?

Ez a kérdés mindnydjunkban felvetddik, akik oktatassal foglalkozunk. Ezt jel-
képezi a Logifaces modszertani konyv cime is: Analog jatek digitalis elméknek
(Analogue Game for Digital Minds) (URL1).

Azt gondolom, hogy mindkettére sziikség van, a legfontosabb a megfeleld
arany megtalalasa.

Az oktatas jelenleg szamos 0j kihivassal néz szembe. Az internet vildga szinte
minden tudast biztosit a mai gyerekek szamara; a kapcsolatok korlatlan halozata-
ban ¢€lnek. Ez a folyamat alapvetden valtoztatja meg a tanar €s az oktatas szerepét.
Az egész nemzetkozi oktatdsi rendszer megujulasra szorul, hogy megfeleljen a
diakok és a tanarok igényeinek. A tanarokat motivaljak, hogy olyan {ij modszere-
ket keressenek és fedezzenek fel, amelyek segitenek kapcsolatot talalni a gyere-
kekkel, és hogy megkonnyitsék a veliik valo egyiittmiikddést. Ezen 1y modszerek
lehetnek, tobbek kozott, ha megfeleléen megvalasztott eszkdzoket adunk a gye-
rekek kezébe, kiegészitve az eszkdzok digitalis valtozataval, tovabbfejlesztésével.

Egyes feladatoknal hasznosabb a manipulativ eszkoz, hogy kézbe fogva, meg-
forgatva, mintakat rakjunk ki, épitményeket hozzunk létre. A latas, a tapintas mé-
lyebb tapasztalati alapt tanulast eredményez. Kiilondsen fontos ez a kiilonboz6
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fogyatékossaggal élok, példaul autista, latas- vagy hallassériilt, illetve beszédhi-
bas gyermekek szamara. Mas esetekben a digitalis modellezés segitségével olyan
valtoztatasait hozhatjuk 1étre a modellnek, amely fizikailag nagyon koriilményes,
vagy esetleg nem is lehetséges.

Nézziik példaul a Mobius-szalagot. Fontos tapasztalat egy papircsikbol dssze-
ragasztott Mobius-szalagot megfesteni, és latni a feliilet egyoldalisagat. Kozép-
vonalan, majd harmadol6 vonalan elvagni, és csodalkozni a nem vart eredmény
létrejottén. De ha a szalagot 1étrehozo téglalap aranyait megvaltoztatjuk, egy bi-
zonyos aranyon tul mar gytrddés nélkiil nem tudjuk elkésziteni a szalagot, f6-
ként, amikor mar dnatmetszo lesz, de ezt egy szamitogépes modellel egyszeriien
megvaldsithatjuk (URL2).

A digitalizalassal, kiilonb6z6 szoftverek alkalmazasaval sohasem a jatékok
valtozatlan digitalis modelljét szerettem volna Iétrehozni, hanem arra voltam ki-
vancsi, hogy a szamitégépes modellezés milyen 11j lehetdségeket rejt magaban.
Hogy tudjuk dinamikussa, megvaltoztathatova tenni a modell egyes tulajdonsa-
gait? A tulajdonsagok valtoztatasa milyen 0j kérdéseket vet fel?

1. abra. Mobius-szalag papirbol és a GeoGebraban (a szerz6 fotdja és rajza)

A FELHASZNALT SZOFTVEREK ROVID ISMERTETESE

1. A GeoGebra

Digitélis modellez6 eszkozként leggyakrabban a GeoGebrat (URL3) hasznaltam,
mivel ez az egyik legszélesebb korben hasznalt, dinamikus matematikai szoftver
a vilagon, és a GeoGebra 3D modellezd eszkozei lehetdvé teszik, hogy kdnnyen
létrehozzuk a fizikai struktirak modelljeit.
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A GeoGebra Markus Hohenwarter diplomamunkaja volt a Salzburgi Egye-
temen 2002-ben, kdzépiskolai oktatasi segédletként készitette. A GeoGebrat az
elmult évek soran szamos nemzetkdzi dijjal jutalmaztdk. A dinamikus matema-
tikai szoftverek vezetd szolgaltatojava valt, amely vilagszerte tdmogatja a ter-
mészettudomanyos, technologiai, mérnoki €s matematikai, miivészeti (STEAM)
oktatast, valamint a tanitas és tanulas innovacioit.

A GeoGebrahoz kapcsolodik egy tobb millié felhasznalobdl allo kozdsség,
amelynek tagjai szinte minden orszagban megtalalhatok.

A felhasznal6 két dimenzidban gyakorlatilag egy virtudlis szerkesztokészletet
kap a kezébe. A papiron végzett szerkesztésektdl eltérden itt a kiinduld objek-
tumok (pontok, egyenesek stb.) szabadon mozgathatok, tigy hogy a tolik fiig-
g6 objektumok veliik egyiitt mozognak. Masrészt, egy szamitdogépes algebrai
rendszer, amelyben az objektumok algebrai uton is megadhatok (pontok koor-
dinataikkal, egyenesek egyenleteikkel, fliggvények képletiikkel stb.). A Geo-
Gebra fontos tulajdonsaga, hogy egy kifejezés az algebra-ablakban megfelel egy
objektumnak a geometria-ablakban, és viszont. Fliggetleniil attol, hogy az objek-
tumot milyen modon vettiik fel (a geometria-ablakban szerkesztéssel vagy az al-
gebra-ablakban paramétereinek megadasaval) mindkét ablakban mddosithato, és
a valtozas a masik ablakban is lathat6é (Papp-Varga, 2009). A GeoGebra 3D-ben
mar harom ablak objektumai vannak ,,0sszekotve egymassal” a 3D objektum, egy
sikmetszete 2D-ben ¢s az algebrai leiras.

A GeoGebra applikaciok online és offline is hasznalhatok. Ingyenesen
letolthetok 10S-re, Androidra, Windowsra, Macre, Chromebookra és Linuxra.
A GeoGebra Classroom nevii egyiittmiikodési platformon keresztiil a tanarok a
diakok eldrehaladésat valos idoben kdvethetik nyomon.

2. Az Inkscape program

Az Inkscape (URL4) ingyenesen beszerezhetd, professzionalis szemléletli vek-
torgrafikai program, amely alkalmas iskolai oktatasban valé felhasznalasra, ki-
sebb példanyszamu grafikai tervek kivitelezésére vagy webgrafikak készitésére.
Magyar nyelven is elérhetd, sot a program megismerését segiti, hogy 2014-ben az
FSF.hu Alapitvany létrehozta az inkscape.hu weboldalt, és kiadta az Inkscape —
vektorgrafika mindenkinek cimli szakkonyvet. Ez utobbi tobb mint 400 oldalon,
76 6nallo tanulasra alkalmas feladattal igyekszik bevezetni az olvasot a vektor-
grafikus tervezés gyakorlataba, emellett megismertetni a grafikai tervezés folya-
mataval is.

Szdmomra az Inkscape program azért kiilondsen érdekes, mert a szokdsos
geometriai transzformaciokon (tiikr6zések, eltolas, forgatas, nagyitas, kicsinyi-
tés) kiviil ismeri a sik tizenhét szimmetriacsoportjat (angol nyelvteriileten tapé-
ta csoportok — wallpaper groups). Ezt a tizenhét szimmetriacsoportot hasznalta
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M. C. Escher is a sikot hézag- és

atfedésmentesen lefedd allatokbol, varazslatos

lényekbdl allé mintainak készitéséhez.

Ez azt jelenti, hogy ha egy mintanak egy kis alapelemét megszerkesztjiik Ink-
scape-ben, egy mozdulattal tetszdleges méretben hozhatunk létre barmely szim-
metriacsoportnak megfeleld mintat.

S

2. abra. A Jomili-kockakbol kirakott alapminta és néhany szimmetriacsoportnak megfeleld

3. 4bra. A Poliuniverzum négyzet alapeleme és néhény szimmetriacsoportnak megfele16
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3. A GoogleDraw program

A GoogleDraw a Google altal fejlesztett ingyenes, webes alkalmazas. Lehetové
teszi képek importalasat a szamitogéprol vagy a vilaghalorol. A beillesztett vagy
megrajzolt alakzatokat, képeket meg lehet sokszorozni, forgatni, tiikrozni, kicsi-
nyiteni, nagyitani. igy a kézzel foghat6 eszkozokbél kiindulva érdekes alkota-
sok sziilethetnek. A spanyol iskolasok a Poliuniverzum-elemekbdl kiindulva egy
kiallitasnyi anyagot készitettek a PUSE ’Poly-Universe in School Educatation’
Erasmus+ projekt keretében.

NEHANY, MANIPULATIV ESZKOZOK ALTAL INSPIRALT OTLET SZAMITOGEPES MEGVALOSITASA

1. A Poliuniverzum-eszkoz tovabbi lehetdségei a GeoGebrdban

Oldalszdmok vdltoztatdsa 2D-ben

Az egyik kérdés, ami el6szor felmeriilhet, az hogy mi lenne, ha az oldalszamo-

kat elkezdenénk ndvelni, 6tszog, hatszog, ... n-szog esetében kezdenénk rajzolni

11 1
> ok aranyu csucsalakzatokat? Els¢ pillantasra meglepd eredményt kapunk.

Hatszog esetében a két legnagyobb csucsalakzat egy-egy oldala illeszkedik egy-
masra. Nagyobb oldalszamnal pedig ez a két sokszog egymasba is nyulik. Azt,
hogy hatszog esetében miért illeszkedik a két legnagyobb csticsalakzat 1-1 oldala,
elemi geometriai bizonyitassal be lehet latni.

De tovabbi kérdések is felmeriilhetnek. Ki tudnank szamitani a metszetek te-
rilletét? Ha valtoztatnank az aranyt, milyen arany esetén nincs kozds része a két
legnagyobb cstcsalakzatnak? Erre késziilt egy GeoGebra applikacio is — itt az
oldalszamokon kiviil az arany is valtoztathatdé —, ezzel lehet kisérletezni, majd

probalkozni a bizonyitassal. Mi lenne, ha mas sorrendben helyeznénk el a cstcsa-

1
lakzatokat, vagyis az > arany utan nem az " hanem mondjuk az 3 kovetkezne?

Akkor is fennallna a fenti probléma?

Ardnyok vdltoztatdsa

A Poliuniverzum feltalaloja is kisérletezett az aranyok valtoztatasaval, s6t nem-
csak befelé, hanem az alapformabdl kifelé, azaz negativ arannyal is késziiltek
alkotasai. A 4. abra els6 soraban lathatjuk a haromszogforma hasonlésagi, ,,b”
aranyanak valtozasait négy lényegesen kiillonb6zd esetben: 2 <h<0,0<b <4,

p<b<1,1<b<2, ahol ¢= , az aranymetszés ardnya. Az aranymetszés
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aranya el6szor akkor meriilt fel, amikor a Poliuniverzum-négyzet haromdimenzi-
0s kiterjesztésére gondoltunk. Egy kocka mind a nyolc csticsaba egy-egy kisebb

kocka kertilt rendre > részére kicsinyitve. A 6. csticstol kezdve mar szinte latha-

tatlanok voltak a kockak. Felmeriilt az a kérdés, hogy meddig lehet novelni az
aranyt, hogy a legnagyobb két csticsalakzat még ne nyuljon egymasba?

Ekkor az a = A % a + /% x a egyenletet kell megoldanunk A-ra, ahol 4 a hason-
l6sag aranya, a pedig az alap kocka éle. A masodfoku egyenlet pozitiv megoldasa
az aranymetszés aranya lesz.

Szamtalan kitekintést, kapcsolodasi pontot adhat a fenti szerkesztések elkészi-
tése. Elsésorban matematikai kapcsolatok adodnak. Beszélhetiink a kézéppon-
tos hasonlosag tulajdonsagairdl, kiilonb6z6 aranyok esetén, hasonld sokszdgek,
sikidomok tertiletérdl, de az aranymetszés a matematika mellett a miivészettel
is Osszefiigg. Az aranymetszés ardnya szamtalan képen, épiileten, zenemiiben
megjelenik, de hétkoznapi targyainkon (példaul a bankkartya is arany téglalap),
ismert logokon is feltiinik.

Poliuniverzum 3D-ben

A haromszog alapelem 3D kiterjesztésére természetesen adodik a tetraéder, a négy-
zet elemre pedig a kocka. A centralis nyUjtas a GeoGebraban térbeli alakzatokra is
érvényes, igy a szerkesztés kdnnyen, par lépésben elvégezhetd. A 4. abran lathatd

tetraédernél az arany maradt a hagyomanyos > de a kockanal a fent emlitett okok

miatt az aranymetszés aranyat hasznaltuk. Természetesen az alapelem is kiszinez-
heto, de az dbran a jobb lathatosag miatt az alapelem élvazas szerkezetti lett.

A csuszkan valtoztathato aranyokkal a két poliéder alapti esetben is kisérle-
tezhetiink. A 4. abra masodik soranak jobb oldalan lathato egy negativ, —1-nél
kisebb és egy pozitiv, 1-nél nagyobb arannyal a tetraéder.

Poliuniverzum és a fraktdlok

A GeoGebraban talan a fraktalok rajzolasa, szinezése az, ahol leginkabb kiélhet-
jiik alkot6 hajlamainkat. Lehetnek ezek a fraktalok szinesek — a Poliuniverzum-
nak megfeleld vagy attdl eltérd szinezésliek, egyszintiek, kiilonb6zd arnyalatt
részekkel, késziilhetnek sikban haromszogbdl, négyzetbol kiindulva, vagy térben
tetraéderre, kockara alapozva. A térbeli fraktalok vetiiletei is nagyon érdekesek
lehetnek.

A fraktalok rajzolasa, tanulméanyozéasa soran minden egyes Iépésben kisza-
molhatjuk az dsszalakzat keriiletét, teriiletét. Megvizsgalhatjuk, hogy mi lesz a
keriilet, teriilet hatarértéke, ha a 1épések szama a végtelenhez tart. Véges teriile-
ten lehet végtelen hosszl tortvonal? Lehetdséglink van a dimenziok fogalmanak
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koriiljarasara, miért tortdimenziosak a fraktalok? Egy szines térbeli és sikbeli
fraktal a 4. dbra 3. soraban talalhato.

A Poliuniverzum elemeire épitve természetesen még sok, tovabbi otletet is fel-
vethetiink, tovabbgondolhatunk. Példaul a Poliuniverzum térbeli kiterjesztései a
kristalyracsok felé is adhatnak tovabblépési lehetéséget. Erdekes kérdés az is,
hogy hogyan nézne ki a koralakzat a térben? Meg tudjuk-e szerkeszteni Geo-
Gebraban? Es a kérdések sora végtelen, egy-egy Gjabb kérdés egyre tobb tovabbi
gondolatot ébreszt. A fent emlitett applikaciok az aldbbi linken taldlhatok meg:
URLS.

A_A A_A A_A A_A
A, A..A,  A.
A A A A

o o

A A

A A A A

4. abra. A Poliuniverzum eszk6z tovabbgondolasa a GeoGebraban
(a szerz0 sajat szerkesztése)
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2. A Mondrian Blocks és a GeoGebra

A Mondrian Blocksbdl kiindulva is nagyon sok tovabbgondolasra érdemes Gtle-
tlink tdmadhat. Ezek koziil egyet mutatok be.

A Mondrian Blocksszal valo jaték soran észrevehetjiik, hogy az elemek ko-
zOtt vannak azonos keriiletii, kiilonboz6 teriileti téglalapok, illetve négyzetek.
De forditva is talalunk példat azonos teriileti, kiillonbozo keriiletii jatékelemekre.
Az elébbire tobb példat is talalunk, egyik ilyen az 1 X 5-0s, 2 x 4-es €s 3 X 3-as
elem, mindegyik kertilete 12 hosszusagegység, teriiletiik azonban rendre 5, 8, 9
teriiletegység. Felvetodik a kérdés, hogy azonos keriiletl téglalapok koziil me-
lyiknek a teriilete maximalis? Illetve forditva, hogy azonos teriilet(i téglalapok
koziil melyiknek a keriilete minimalis?

Az alébbi linken megnyithatd GeoGebra applikacié az azonos teriiletli téglala-
pok koziil keresi a minimalis keriilettit: URLO6.

A GeoGebra nagyszeriiségét mutatja, hogy egy cstiszkan valtoztatva a téglalap
oldalait — megtartva az allando teriiletet — harom ablakban egyszerre kdvethetjiik
a keriilet valtozasat. Az algebra-ablakban a szamolasok lathatok, az egyik rajz-
lapon a valtozé oldalu téglalap, a feladat geometriaja, a masik rajzlapon pedig a
kertiletfiiggvény.

Hasonldan az azonos keriilet, kiilonboz6 teriilet is modellezheté GeoGebraban
a téglalapok korében: URLY7.

A fenti kérdések kicsit szinesebben gyerekek szdmara is megfogalmazhatok:
36 m? teriiletii kertet szeretnénk bekeriteni. Milyen hosszi keritést vasaroljunk,
ha nagyon takarékosak vagyunk? Van 12 m hosszu keritésem, milyen alaka ker-
tet érdemes bekeritenem, hogy a legtobb zoldséget tudjam elvetni?

Természetesen ezek a kérdések még tovabb altalanosithatok. Minél tobb oldalu
egy sokszog anndl nagyobb a teriilete azonos keriilet mellett. Egy nyolcszdgletii
haz épitése¢hez kevesebb falazoanyagot kell felhasznalni ugyanazon alapteriilet
esetén, mint egy téglalap alakuhoz. (Gondolom, itt épitészeti szempontbol felme-
riilnek mas problémak, de ezt most nem vizsgaljuk.) A legnagyobb teriiletet a kor
adja azonos kertilet mellett, lasd izoperimetrikus problémak.

3. A Logifaces és a GeoGebra

A legkézenfekvobb GeoGebra applikacio, ami a Logifaces mddszertani konyv-
ben is megjelenik az, hogyan abrazoljuk az elemeket GeoGebra 3D-ben. Mivel
minden elem azonos alapteriiletii szabalyos haromszog, és csak az alaplapra me-
réleges élek kiilonboznek az egyes elemeknél, az abrdzolas dinamikusan egyetlen
GeoGebra fajlban megvaldsithato. Cstuszkan beallitjuk a harom valtoztathato élet,
amelyek 1, 2, 3 egység hossztuiak lehetnek.
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Egy kevésbé kézenfekvo, fizikahoz kapcsolodd gondolat: Helyezziink egy-
mas mellé két Logifaces-elemet illeszkedd oldaléllel. Tegyiink egy kis golyot
az illeszkedo ¢élek kozelébe. Mely elemparokbol tudunk Iétrehozni igy a golyok
szamara stabil, labilis és kozombos egyensulyi helyzetet? Majd egy Logifaces-
elemre helyezziink egy masikat oldallapjara allitva. Erdemes kisérletezni a kii-
16nb6z6 elemekkel. Mikor borul fel a lejtds oldallapra helyezett elem? Amig a
test sulypontjabol hlizott egyenes metszi az alatdmasztasi feliiletet, a test nem
borul fel. Ezt lathatjuk az alabbi dinamikus GeoGebra fajlban a lejtd szogét
valtoztatva: URLS.

KOVETKEZTETESEK

Véleményem szerint mind a négy felsorolt eszkodz és az emlitett szoftverek hasz-
nalata eldsegiti és tdmogatja a kreativitast a tanulasban. A manipulativ és digita-
lis eszk6zok hasznalata szorakoztatd és dromteli, a geometriai mitvészet egyfajta
kreativitasa arra 0sztonOzheti azokat a tanarokat, akik az oktatasban haszonta-
lannak talaljak a jatékokat, hogy megvaltoztassak hiedelmeiket. Mas tanarok a
manipulativ és digitalis eszkdzoket évek ota hasznaljak a tanuldi aktivitas novelé-
sére €s a tanuldsi eredmények javitasara az osztalyteremben vagy tanoran kiviili
foglalkozasokon, azonban még mindig problémakkal szembesiilnek az eszkdzok
kivalasztasaval és alkalmazasaval. Projektjeinkben ehhez is szeretnénk utmuta-
tast, segitséget adni.

A jatékok és eszk0zok hasznalata egy lehetséges modja a motivacio, az élvezet
fokozasanak, ami pozitiv hatassal van a tanulésra, segitségiikkel 6sszekapcsol-
hatjuk a tanulas analog ¢€s digitalis vilagat.
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