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0SSZEFOGLALAS

A kiilénbo6zé tipusu sikgorbék paraméteres egyenletének levezetése dltaldban dsszetett, tobb-
Iépéses eljaras eredménye, amelyhez a vizualizacié elengedhetetlen. Ezek a folyamatok csupan
statikus eszkdzokkel dltaldban nehezen magyarazhaték. A manapsag kozkedvelt mandalarajzok
és -szinezdk, illetve a szintén nagy népszertiségnek 6rvendé oktatasi robotika kombinalasaval
a STEAM-alapu oktatas el6nyeire alapozva hoztuk Iétre azokat a rajzol6 szerkezeteket, amelyek
kreativ tevékenységhez kapcsoljdk a paraméteres megaddasu gorbék megismerését, megértését
és tanulmanyozasat. A LEGO Education SPIKE Prime oktatasi robotkészletek lehet&ségeit kiak-
nazva két sajat konstrukcidju rajzolé robotot ismertetilink, amelyek képesek specidlis sikgdrbék
megjelenitésére. Ezek a gorbék korok egymason valé csuszasmentes gorditésével keletkeznek,
ennek modellezésére mindkét robot esetén fogaskerekeket hasznaltunk. A generalépont hely-
zetének megvaltoztatasaval és a beépitett fogaskerekek varidlasaval valtozatos formavilagu
geometriai alakzatokat hozhatunk létre, igy kapcsolva 0ssze a mérndki és matematikai ismere-
teket a m(ivészettel.

ABSTRACT

The derivation of parametric equations for different plane curves usually results from a complex,
multi-step process for which visualization is essential. These processes are generally difficult
to explain by static means alone. By combining the currently-popular mandala drawings and
colouring books with the equally popular educational robotics, we have taken advantage of
STEAM-based education to create drawing devices that link the learning, understanding, and
study of parametric curves to creative activities. Through exploiting the potential of LEGO Edu-
cation SPIKE Prime educational robot kits, we present two custom-built drawing robots capable
of displaying unique plane curves. These curves are generated by rolling circles on each other
without slipping, and gears are used to model this process for both robots. Different geometric
shapes can be created by changing the position of the generating point and varying the built-in
gears, thus we can combine engineering and mathematics with art.
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BEVEZETES

Napjainkban a jatékalapt tanulas egyre nagyobb teret nyer a felséoktatasban is,
koszonhetden annak, hogy a Z generacios didkok szamara a hagyomanyos ok-
tatasi modszerekhez és eszkdzokhoz képest a jatékok ismerds, biztonsagos kor-
nyezetet nyujtanak, amelyek a tanulast nem stresszess¢, hanem nyugodt kérnye-
zetben megvalosulé aktiv folyamatta teszik (Ding et al., 2017). Ugy a magyar,
mint a nemzetkozi felsdoktatdsban a miiszaki €s informatikai alapszakokon ta-
nulok a tapasztalatok szerint szivesen vesznek részt a jatékos elemekkel tarkitott
kurzusokon (Tuparova et al., 2018; Reddy Narasareddygari et al., 2018; Takacs,
2023), illetve a jatékalapt tanulast megvalosito projektekben (Korei—Szilagyi,
2022a). A jatékalapu oktatas a legtobb esetben eszkozigényes. A kereskedelmi
forgalomban kaphat6 jatékok koziil valtoztatas nélkiil viszonylag kevés appli-
kélhatd kozvetleniil a jatékalapi tanulds megvalositasara a miiszaki és infor-
matikai felséoktatasban, de példaul a LEGO Technic-készletek felhasznaldsara
tobb jo gyakorlat ismert (Spitzer—Ebner, 2017; Korei—Szilagyi, 2022a). Az elmult
évtized fejlesztéseinek koszonhetdéen szamos kiilonb6zo robotikai taneszkdz is
rendelkezésre all, amelyek kdzos célja az innovacio €s a tanulok motivacidjanak
eldsegitése a tanulasi folyamat soran. Tekintettel arra, hogy a robotok egyre in-
kabb elterjednek vilagunkban, fontos és kézenfekvd, hogy integraljuk oket az
oktatasba (Mubin et al., 2013). Az oktatasi robotok egyértelmiien 0j lehetdsé-
geket nyitottak meg a tanitas ¢és a tanulds terén. Nyilvanvald, hogy a legtobb
oktatasi alkalmazasuk a robotikaval, informatikaval kapcsolatos tantargyakra
Osszpontosit, mint példaul a robotprogramozas, a robotépités és a mesterséges
intelligencia (Mitnik et al., 2009), azonban a STEAM-pedagogia sikerességét
nem csak ezeken a teriileteken lehet kamatoztatni. Tény, hogy a STEAM-alapu
oktatashoz fejlesztett LEGO Education-robotkészletek célcsoportjat els6sorban
nem a felsdoktatasban tanulok jelentik, ugyanakkor ezeknek a készleteknek a
valtozatossaga, variabilitasa lehet6vé tette, hogy olyan designalapu holisztikus
projekteket dolgozzunk ki, amelyekben a mérnoki ismeretek a matematikaval és
a muvészettel is szinergiaba Iépnek. Az oktatasi robotok felhasznéalasanak lehe-
toségeit a klasszikus matematikai analizis keretein beliil kerestiik, és a sikgorbék
témakorében taldltuk meg a cikloidalis gorbék abrazolasa, paraméteres egyen-
letrendszerének levezetése és tulajdonsagainak vizsgalata kapcsan. Cikkiinkben
a STEAM-alapt projektekhez hasznalt sajat fejlesztésli oktatasi robotjainkat
mutatjuk be.
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GEOMETRIAI MINTAZATOK ES CIKLOIDALIS GORBEK

A kétdimenzids sik gdrbéinek jelentds csaladjat alkotjak azok az alakzatok, ame-
lyek ugy keletkeznek, hogy egy rogzitett gorbén cstszas nélkiil mozgatunk egy
masik gorbét, €s a mozgatott gorbe valamely pontjanak vagy a gorbéhez mereven
rogzitett pontnak a palyajat vizsgaljuk. Ezeket a gorbéket 6sszefoglald néven ru-
lettaknak nevezziik. Ha a gordiilé gorbe kor, akkor cikloidalis gorbe keletkezik.
A fix gorbét alapgorbének, a csuszasmentesen gordiilot pedig generaldgdrbének
— kor esetén generalokdrnek — mondjuk. Kiilonosen érdekesek azok a gorbek,
ahol mindkét gorbe kor. Ekkor a korok egymashoz viszonyitott helyzetétdl fiig-
gben két nagy gorbecsaladot kiilonbdztetiink meg. Hipocikloisok keletkeznek
akkor, ha a rogzitett kor belsejében gorditjiik a mozgd kort, mig epicikloisok
akkor jonnek 1étre, ha a rogzitett koron kiviil helyezkedik el a generalokor (Law-
rence, 1972).

Mind a miivészet, mind a matematika magaba foglalja a rajzolast, ahol a vo-
nalak, formak, mintazatok, ardnyok és a szimmetria jelentik azokat a kapcso-
lodasi pontokat, amelyekkel e két teriilet 6sszefonodik. A geometriai mintak
felhasznalasa a mlivészetben hosszu multra tekint vissza. Barmilyen meglepd,
mar az okori gérogok altal hasznalt bonyolult geometriai mintazatokban is fel-
fedezhetdk a cikloidalis gorbék bizonyos tipusai. Az I. abran lathatd, hatcstcst
hipociklois esetén a fix kort és a generalokort szaggatott vonal jeldli. Ez a gorbe
akkor keletkezik, amikor a belsd kor csuszasmentesen gordiil a kiilsé koron €s
a generalopont a gordiilé kor egy keriileti pontja. Ha a bels6 kor egyszer vé-
giggordiil a kiilsé koron, akkor zarodik a gorbe.

Sok olyan cikloidalis gorbe van, ahol nem elegend6 a gordiilé kor egyetlen kor-
befordulasa a gorbe 1étrejottéhez. Erre latunk egy illusztrativ példat a 2. abran,

1. abra. Geometriai mintazatu mozaikpadlo részlete hatcsucsu hipocikloissal

(Ciprus, Pafosz, Kato-Pafosz; Kr. u. kés6 2. vagy korai 3. szadzad) (a szerzok sajat készitésii képe)
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ahol a gorbe zarodasahoz kilenc teljes korbefordulasra van sziikség. Egy hipo-
vagy epiciklois csak akkor lesz zart gorbe, ha alapkore €s generalokore sugaranak
aranya racionalis szam. A keriiletek aranya hatarozza meg, hogy hany korbefor-
dulas utan zarodik a hipo- vagy epiciklois palyaja.

2. abra. Hipociklois, ahol a fix kor sugara 7, a mozg6 kor sugara 1,8.
A generalopont tavolsaga a mozgd kor kozéppontjatol 3,2. Szaggatott vonal jeloli a fix kort
¢és a generalokort is (a szerzOk sajat szerkesztése)

Figyelemre mélto tény és matematikatorténeti szempontbol jelentés mérfoldko,
hogy Albrecht Diirer, a nagy reneszansz német miivész egy 1525-ben megjelent
geometriai témaju kéziratdban részletesen foglalkozott a cikloidalis gérbékkel,
és a miveiben lathato diszité alakzatokban fel is hasznalta ezeket a valtozatos
megjelenésti, attraktiv sikgorbéket (Simoson, 2008). Gyakorlati felhasznalha-
tosag szempontjabol elészor a dan Ole Remer tanulmanyozta a cikloidadlis goér-
beket 1674-ben, amikor a fogaskerék fogazatanak optimalis formajat kereste
(Yates, 1974). A 17-18. szazad hires matematikusai, példaul Christiaan Huygens,
Gottfried Wilhelm Leibniz, Guillaume de I’Hospital, Jakob Bernoulli, Leonhard
Euler, Edmund Halley ¢s Isaac Newton egyarant sokat foglalkoztak a cikloidalis
gorbeékkel, mert fizikai vonatkozasaik fontosak, tulajdonsagaik érdekesek (Colerus,
1938; Whitman, 1943).

CIKLOIDALIS GORBEK RAJZOLASA LEGO-ROBOTOKKAL — SPIKOGRAF 1.0 ES SPIKOGRAF 2.0

Evtizedek 6ta léteznek olyan rajzold eszkozok, amelyekkel kiilonbozd hipo- és
epicikloisok készithetok. Példaul a harmonograf egy archaikus, tudomanyos
eszkdz, amely egy ingarendszer segitségével geometriai alakzatokat hoz létre
a matematikai harmonia szemléltetésére. A harmonografokrél Robert J. Whit-
aker egy nagyon érdekes, kétrészes torténeti attekintést irt, amelynek maso-
dik része a kdrmozgasokon alapulod rajzgépeket ismerteti (Whitaker, 2001). Ez
az iras és Whitaker 2010-es cikke egyarant foglalkozik a Spirograph jatékkal,
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amely Iényegét tekintve egy modern harmonografnak tekinthetd. A Spirogra-
phot egy brit mérnok, Denys Fisher talalta fel 1965-ben. A készlet kiilonb6z6
méretli fogaskerekeket tartalmaz, amelyek a csuszasmentes gorditést biztositjak
arajzolaskor. A Spirograph elvét tobben probaltak atiiltetni a robotika vilagaba,
azonban a legtdbb esetben az elérendd cél csupan az ismétlodd, szimmetrikus
mintakat megvalositd szerkezet létrehozasa volt. Ezzel szemben mi olyan raj-
zold robotok megépitésére torekedtiink, amelyekkel matematikailag pontosan
definialt gorbék készitheték. Eppen ezért a konstrukcio kialakitdsanal végig
szem eldtt tartottuk, hogy a cikloidalis gérbek matematikai szarmaztatasanak
elvén alapuljon a robot mitkddése, ¢s a lehetd legegyszerlibb szerkezeteket ala-
kitsuk ki. A robotokat a LEGO Education SPIKE Prime alap- és kiegészitd
készletekbdl épitettiik.

A Spikogrdf 1.0 robottal hipocikloisok rajzolhatok. A rogzitett, 7 cm atmérdji
korhoz a kiegészitd készlet fogazott ives elemeit hasznaltuk. A gordiild kort mo-
dellez6 fogaskereket a SPIKE-készlet nagymotorja forgatja. A generalopontot a
rajzolofejbe illesztett filctoll adja, amely a motor miitkodésekor megrajzolja a fo-
gaskerekek méreteinek megfeleld hipocikloist. A konstrukci6 lehet6vé teszi, hogy
a generalopontot ne csak a gordiilé korlapon helyezziik el, hanem a sugar meg-
hosszabbitasan is rogzithetd legyen, igy a Spikograf 1.0 robottal olyan hurkolt hi-
pocikloisok is elkészithetok, amelyek a Spirograph-készletekkel nem rajzolhatok
meg (Korei—Szilagyi, 2022b).

3. abra. A Spikograf 1.0 robot, amellyel hipocikloisok rajzolhatok
(a szerzok sajat szerkesztése)
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Természetesen a Spikogrdf 1.0 robot nem képes barmilyen hipocikloist meg-
rajzolni, mivel a rogzitett kor sugara egy adott érték, 7 cm. A mozgd kor su-
garaban nagyobb szabadsagunk van, de a lehetdségek szama korlatozott, fiigg
a LEGO-készletekben kaphato fogaskerekek méretétol. A fogaskerekek sugara
aranyos a fogak szamaval. A LEGO Education SPIKE Prime-alapkészlet négy
kiilonbozé méretii fogaskereket tartalmaz: 12, 20, 28 és 36 foggal; a bovitd kész-
letben pedig egy nagyobb, 60-as fogaskerék is talalhatd. A mozgd kor sugara
ennek megfelelden 0,6; 1; 1,4; 1,8 és 3 cm lehet. A modellben a mozgd fogaske-
rékhez egy LEGO Technic-kart erdsitettiink, amelyhez LEGO Technic-csatlako-
zoval (pin) rogzitettiik a rajzolofejet, ami a korrel egyiitt mozgd generalopontnak
felel meg. A LEGO Technic-karon 1évo rogzitési pontok kdzotti tavolsag 0,8 cm.
A karon 1év0 illesztési pontok szama, valamint a mozgatott fogaskerék mére-
te egyiitt hatarozza meg a Spikograf 1.0 robottal megrajzolhatd hipocikloisok
szamat. Ha 0t rogzitési pont van a Technic-karon, akkor huszonét kiilonb6zd
hipociklois rajzolhato, ha hét, akkor pedig harminét. Ez a szam kevésnek tlinik,
ha arra gondolunk, hogy milyen valtozatos a hipocikloisok vilaga, és megszam-
lalhatatlanul sok varians lehetséges, azonban oktatasi szempontbol vizsgalva azt
lathatjuk, hogy a Spikogrdf 1.0 mindharom alaptipust hipociklois — amikor a
generaldpont a mozgd kor sugaran (nyujtott), a kor keriiletén (cstcsos), illetve a
sugar meghosszabbitdsan van (hurkolt) — 1étrehozasara képes egyszerti atépités-
sel, ezért egyarant jol hasznalhaté demonstracios célokra, valamint a hallgatoi
projektekben is (Korei—Szilagyi, 2022b).

4. abra. A Spikograf 1.0 robottal rajzolt hipociklois, ahol a fix kor sugara 7 cm,
a mozgo kor sugara 1,8 cm. A generaldpont tavolsaga a mozgd kor kozéppontjatol 3,2 cm
(a szerzok sajat készitésii képe)

A Spikograf 2.0 robotot epicikloisok rajzolasara készitettiik. A tervezés soran ha-
mar kideriilt, hogy a rendelkezésre allo 36, 28, 20 és 12 foggal ellatott fogaske-
rekek csak a generalokor modellezésére alkalmasak. A masik kornek fixnek kell
lennie, hogy a mozgd kor gordiilni tudjon koriilotte. A fogaskerék mozgatasat
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egy motorba szerelt forgo kar segitségével érjiik el, a forgas kdzéppontja emiatt
sziikségszertien egybeesik a fix kor kozéppontjaval. A LEGO Education SPIKE
Prime-készletekben 1évo fogaskerekek kdzepén azonban a szokdsos tiilyuk he-
lyett tengelyfurat van. Ezzel a rogzitési moddal a fogaskerék nem mozoghat
szabadon, mert nem engedné elfordulni a mozgé kort forgato kart. A fogaskere-
kek helyett mas megoldast kellett keresniink a fix kor modellezésére. A LEGO
Technic-elemek kozott forgolapok is vannak, amelyeknek fogazott a keriiletiik.
A kisebbnek 28, a nagyobbnak 60 foga van, és mindkettonek elegendden nagy
szerelésre alkalmas hely taldlhat6 a kdzepén, ahol a motor altal forgatott tengely
szabadon mozoghat. Talaltunk tehat két olyan LEGO-elemet, amelyek alkalma-
sak a rogzitett korhoz, és négy fogaskereket a mozgd kor modellezéséhez. Ez azt
jelenti, hogy nyolc kiilonb6zo valtozatban épithetd a fentebb felsorolt elemekkel
az epicikloisokat rajzold robot.

Ahhoz, hogy a motor el tudja forgatni a mozgé fogaskereket, valamilyen médon
0ssze kell kapcsolnunk dket. Mivel a fix €s a mozg6 kor kozéppontja kozotti tavol-
sag a fogaskerekek szerelésétol fliggden valtozik, olyan megoldast kellett talalnunk,
amely minden fogaskerék €s forgolap parra alkalmazhato. Végiil egy fokozatmente-
sen allithato tengelyt hasznaltunk a mozgd fogaskerék és a motor dsszekapcsolasa-
ra. A gordiild fogaskerékhez egy vele szinkronban mozg6 ikerpar tartozik, amely-
hez a rajzolofejet tarté Technic-kar van rogzitve (5. abra). A megépitett rajzolofej
elég stabil ahhoz, hogy a filctollat szilardan és a helyén tartsa. A fej két csap (pin)
segitségével biztonsagosan rogzithetd a Technic-karhoz, és a toll hegye pontosan a
két rogzitési pont kozott kozépen helyezkedik el. A rajzolofejet tarto kar a gordiild
fogaskerék parjahoz a szabvanyos rogzitési pontokon kdnnyen illeszthetd. Egyenes
Technic-karok helyett mas, példaul 53°-ban hajlitott emeldkarok is hasznalhatok.

5. abra. A Spikograf 2.0 robot, amellyel epicikloisok rajzolhatok 28 fogas forgoélappal
¢és fogaskerekekkel szerelve (a szerzOk sajat szerkesztése)
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Egyenes Technic-kar hasznalata esetén a toll helyzete egyszer(i szamolassal
azonosithatd, mivel két szomszédos rogzitési pont tavolsaga 0,8 cm. Ha példaul
egy kilenc lyukkal rendelkezd egyenes kart csatlakoztatunk a mozgé korhoz, ak-
kor hét lehet6ség van a rajzolofej rogzitésére. Ez azt jelenti, hogy a polustavolsag
0,8 cm-tdl 5,6 cm-ig valtoztathato, igy barmely fogaskerékpar esetén hét kiilonbo-
z6 gorbe rajzolhatdo meg. Ha tehat a kilenclyuku kart épitjiik be, akkor az dsszes
lehetséges fogaskerék-parositas és tollpozicid kiprobalasaval 6tvenhat kiilonbozo
epicikloist rajzolhatunk a robottal. A 6. dbra két ilyen gorbét mutat, amelyeket
kiilonbo6zo elore beallitott tavolsaggal (2,4 cm és 3,2 cm) rajzoltunk. A gorbék
elkészitéséhez kilenc teljes fordulat sziikséges mindkét esetben. A Spikograf 2.0
modell esetén is igaz, hogy mindharom alaptipusu epiciklois — nyujtott, csucsos

6. abra. A Spikograf 2.0 robottal rajzolt epicikloisok, ahol a fix kor sugara 1,4 cm,
a mozgd kor sugara 1,8 cm. A generalopont tavolsaga a mozgd kor kozéppontjatol
a felsd sorban 3,2 cm, az alsé sorban 2,4 cm (a szerzOk sajat készitésti képe)

A robotok altal eléallithaté gorbék szama tovabb bovitheté mindkét konstrukcid
esetén. Novelhetjiik példaul a generaldpont tavolsagat hosszabb kar felszerelésé-
vel, de figyelembe kell venniink, hogy minél nagyobb ez az érték, annal instabi-
labba valik a szerkezet. Egy masik lehetOség a variaciok szamanak ndvelésére, ha
tovabbi megfelelo fogaskerekeket talalunk és szereliink be a robotba, hiszen a fel-
hasznaltakon kiviil egyéb méretekben is léteznek LEGO Technic-fogaskerekek.
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0SSZEGZES

Lathato, hogy az oktatasi robotok kivaldéan alkalmazhatdok olyan sikbeli gorbék
pontos megrajzolasara, melyeknél a hagyomanyos szerkesztési eljaras hossza-
dalmas, id6igényes miivelet. A cikloidalis gérbék robotokkal tamogatott tanitasa
soran a hallgatok kisérleti tapasztalatokat szerezhetnek; a gorbék megrajzolasa
mellett levezethetok a megfeleld paraméteres egyenletrendszerek, vizsgalhatdk a
gorbék fontosabb tulajdonsagai. Lehetdségiik nyilik arra, hogy atépitsék, modo-
sitsak a rajzolo szerkezeteket, tehat a matematikai vizsgalodas mellett a mérnoki
szemlélet is teret nyer, valamint tagadhatatlan tény, hogy a keletkez6 gorbék val-
tozatossaga, a szimmetriaban rejlé szépség, az egyetlen vonallal rajzolas egysze-
riisége, ugyanakkor a gorbék zarédasa miatt a végtelen fogalmanak megjelenése
a miivészeti érzékre is erds hatast gyakorol.

A pozitiv visszajelzések arra 6sztondznek benniinket, hogy tovabbi lehetdsé-
geket keressiink a STEAM-alapt, robottal kiegészitett oktatds megvalositasara
a matematika teriiletén. Tovabbfejlesztjiik, optimalizaljuk meglévo robotjainkat,
tovabbi hallgatoi projekteket hozunk 1étre, amelyek a valodi élethez kapcsoljak
az elsajatitandd kompetenciakat a robotokkal torténé munka soran, valamint j
fejlesztésiinkben a korabbi tapasztalatok felhasznaldsaval olyan rajzold szerkezet
létrehozasan dolgozunk, amely képes a cikloidalis gérbék mindkét tipusanak elo-
allitasara.
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