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Kétszaz évvel ezel6tt, 1823. november 3-an irta Bolyai Janos édesapjanak azt a levelet, amely-
ben bejelentette a nemeuklideszi geometria folfedezését ezekkel a szavakkal: ,a semmibél egy
ujj, mas vilagot teremtettem”. A Bolyairdl sz616 gazdag szakirodalomra tdmaszkodva réviden
bemutatom Bolyai Janos életét, a geometriat forradalmasité eredményét, munkajanak fogadta-
tasat és hatdsat a matematikaban, a filozofidban és a fizikdban.

ABSTRACT

Two hundred years ago, on 3 November 1823, Janos Bolyai wrote a letter to his fatherannouncing
the discovery of non-Euclidean geometry with these words: “out of nothing | have created a
new, different world”. Drawing on the rich literature on Bolyai, | will briefly present the life of
Janos Bolyai, his revolutionary achievement in geometry, and the reception and impact of his
work in mathematics, philosophy, and physics.
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' A Magyar Tudomany Unnepének megnyito {innepi iilésén, a Szegedi Tudomanyegyetem disz-
termében 2023. november 3-an megtartott eléadas szerkesztett szovege. A cikket egyidejlileg az
Erinté — Elektronikus Matematikai Lapok (ematlap.hu) is kozli.
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A Magyar Tudomany Unnepét azért tartjuk november 3-4n, mert 198 évvel ez-
elott, Széchenyi Istvan ezen a napon tette nemes felajanlasat a Magyar Tudds
Téarsasag megalapitasanak elosegitésére. De ez a nap egy kiilonleges alkalom,
kettos évforduld, ugyanis szintén november 3-an, de két évvel korabban irta meg
Bolyai Janos Temesvarrol azt a levelet édesapjanak Marosvasarhelyre, amelyben
bejelentette, hogy ,,a semmibdl egy ujj mas vilagot teremtettem”. A 200 éves
évfordulét iinnepli ma a tudomanyos vilag. A bicentendriumot az UNESCO is
folvette a kiemelked6 évforduldk kozé, mint ahogy 2009-ben Bolyai mtivének
kézirata is a Vilagemlékezet listara (Memory of the World Register) keriilt. Alta-
laban a tudosok sziiletésének vagy haldlanak évforduldja ad alkalmat a megemlé-
kezésre. Ritka az ilyen eset, amikor egy tudomanyos folfedezés kothetd konkrét
datumhoz. Természetesen Bolyai éveken at torte a fejét azon a geometriai problé-
man, amelynek megoldéasat ebben a levélben bejelentette, de ezen a napon jutott
el oda, hogy eredményét kozolje apjaval. Utdna még hosszu évek teltek el, amig
kicsiszolt formaban munkéja nyomdaba keriilhetett, mindazonaltal 1823. novem-
ber 3. az a nap, amelyre a Bolyai-geometria sziiletésnapjaként tekinthetiink.

A Szegedi Tudomanyegyetem méltod helyszine a rendezvénynek, hiszen ez az
egyetem a Kolozsvari Tudomanyegyetem utdda, és Bolyai Janos Kolozsvaron
sziiletett. Ma az ottani egyetem a Babes—Bolyai Tudomanyegyetem nevet viseli,
Szegeden pedig az egyetem matematikai intézetét hivjak Bolyai Intézetnek, és az
Aradi vértanuk terén a bejarat flott a Bolyai Epiilet feliratot olvashatjuk.

Nem vagyok Bolyai-kutatd, és matematikusként sem a geometria a szakterii-
letem. Azért vallalkoztam mégis erre az eldadasra, mert jelenleg én t6ltom be a
Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elndki tisztét, ennélfogva kotelességemnek
éreztem, hogy a mai iinnepi iilés keretében réviden bemutassam Bolyai Janost, a
kétszaz évvel ezeldtt bejelentett folfedezését és ennek hatasat a tudomany fejlo-
désére. Erre vonatkoz6 ismereteimet a Bolyairdl szolo gazdag szakirodalombol
szereztem, ezek koziil csak néhanyat tudok az irodalomjegyzékben folsorolni.

Bolyai Janos képét sajnos nincs lehet6ség bemutatni, mivel hiteles arcképiink
nincsen rola. O maga irta: ,,Egész katonai ingénieurs-hadnagyi teljes paradéban
levett melyképemet is, bizonyos atyamtoli méltatlansag és arra kovetkezett mél-
tatlankodas kovetkeztében 0sszeszaggattam; annyira nem vagyom az afféle, ma-
sok altal vadasztatni szokott kiils6 halhatatlansagra, minden affélét semminek
nézvén” (idézi Weszely, 2002, 212.). Fogadjuk hat meg intelmét, és tekintsiink
inkabb miivének halhatatlansagat! Ugyanis az annak idején bélyegen is megjele-
nitett abrazolas azon a festményen alapul, amelyrdl egy idében azt hitték, hogy
rola késziilt, aztdn bebizonyosodott, hogy ez tévedés. Szamos miivész is meg-
probalkozott Bolyai alakjanak megjelenitésével, mintaul véve a marosvasarhelyi
Kultarpalota homlokzatan lathato szobrot.

Nézziik most Bolyai Janos fobb életrajzi adatait! Kolozsvaron sziiletett 1802.
december 15-én. Edesapja, Bolyai Farkas sokoldaldi, tehetséges ember volt, elsd-
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sorban matematikus, de példaul dramakat is irt. 1832-ben az Akadémia levelez6
tagjanak valasztottak. Janos még kétéves sem volt, amikor Marosvasarhelyre kol-
toztek, ahol apja a reformatus kollégiumban kapott tanari allast. Janos tehetsége
koran kibontakozott. Apja azt szerette volna, ha az 6 nyomdokan Gottingaba megy
egyetemi tanulmanyokat folytatni, de az ifjukori barat, Carl Friedrich Gauss nem
valaszolt a segitségét kérd levélre. Igy a matematikahoz kapesolodo felséfoku ta-
nulmanyok koziil a csalad lehetdségei folytan csak a katonai, hadmérnoki palya
jOhetett szoba. Janos kivald eredménnyel végezte tanulmanyait Bécsben, amely-
nek végeztével 1823 szeptemberében alhadnagyi rangban megkapta els6 beosz-
tasat Temesvarra. Néhany héttel szolgdlatanak megkezdése utan sziiletett a hires
levél, amelynek az évforduldjara emlékeziink ma. Késobb Aradon, Lembergben
¢s Olmiitzben is szolgalt. Egészsége fokozatosan romlott, malariat, kolerat kapott,
kozlekedési baleset is érte (felborult vele a szekér, amelyen Olmiitzbe tartott), igy
aztan 1833-ban kérelmére nyugdijaztak. Ezutan visszavonultan ¢lt Marosvasar-
helyen, illetve a domaldi csaladi birtokon. Folytatta tudomanyos vizsgalodasait.
Oriasi — jelentds részében még mindig feldolgozatlan — kéziratos hagyatéka ta-
lalhato a Teleki Tékaban. Mivel nem tudta letenni a megkivant kauciot, katona-
tisztként nem kaphatott engedélyt a hazassagkotésre, csak a szabadsagharc idején
adodott lehetdsége, hogy elvegye gyermekei anyjat. 58 éves kordban, 1860. januar
27-én halt meg.

Térjlink most rd4 a matematikara! Ami kora szamos matematikusaval egyiitt
Bolyai Farkast és Janost is foglalkoztatta, az a parhuzamosok problémaja volt.
Mirdl is szolt ez a kérdés? Idészamitasunk el6tt 300 koriil keletkezett az a md,
amely sszefoglalta kordnak matematikai ismereteit, Euklidész?> Elemek cimii
munkaja. Ennek az elsé konyve (a tizenharombol) geometriaval foglalkozik. Leg-
elsod lapjain huszonharom definicidt, 6t posztulatumot és kilenc axiémat talalunk.
Ezekre az alapvetdnek tekintett fogalmakra €s igazsagokra épitve dolgozta ki
Euklidész a geometria elméletét, az elsd konyv végére eljutva a Pitagorasz-téte-
lig. Az 5. posztulatum egyaltalan nem olyan magatdl értetédd, mint a tobbi. igy
szol: ,,Es hogy ha két egyenest Gigy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon ke-
letkez6 belso szogek (6sszegben) két derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes
végteleniil meghosszabbitva talalkozzék azon az oldalon, amerre az (0sszegben)
két derékszognél kisebb szogek vannak™ (Euklidész, 1983). Ezzel egyenértekii az
a megfogalmazas, hogy egy egyeneshez egy rajta kiviil levé ponton at egyetlen
olyan egyenes hiizhato, amelyik az adott egyenest nem metszi, azaz parhuza-

2 Euklidész nevét a néhai Szabé Arpad akadémikusnak, a gorog matematika vildgszerte
elismert szakértSjének véleményére alapozva irom igy. O azt irta az Elemek idézett kiadasanak
elészavaban: ,,Kételyek meriiltek fol egyesekben még a név helyesirasat illetden is. [..] Ez a
magyarazata annak, miért tettek kisérletet a kozelmultban tobben arra, hogy a matematikus nevét
is kovetkezetesen Eukleidésznek irjak. — Nem tartjuk fontosnak ezt a probalkozast...”
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mos vele. Ezért szokasos az 5. posztulatumot ,,parhuzamossagi axidéma” néven
emlegetni. Kordbban is, de kiilondsen a 18. szazad végén és a 19. szazad elején
szdmos matematikus probalkozott azzal, hogy ezt a posztulatumot a tobbi axio-
ma segitségével levezesse, és igy posztulatum helyett geometriai tétellé avassa.
A problémat vizsgaldo matematikusok megprobaltak ellentmondasra jutni abbdl a
feltevésbdl kiindulva, hogy egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at tobb
olyan egyenes is huzhato, amelyik az elsé egyenest nem metszi. Meghdkkentd
kovetkeztetésekre jutottak, példaul hogy egy haromszdg belsd szogeinek 0sszege
kisebb 180 foknal. Arra is kovetkeztettek, hogy az euklideszi posztulatum taga-
dasa maga utan vonja, hogy nem Iétezik tetszdlegesen nagy teriiletli haromszog ¢és
igy tovabb. De mindezek csak latszolagos ellentmondasok, pusztan az euklideszi
geometriaban megtanult ismereteinkkel allnak szemben.

Bolyai Janos kdvetkezetesen végigvitte, hogy az 5. posztulatum (amely egyéb-
ként az Elemek mas kiadasaiban a 11. axiomaként szerepel, €s ¢ is igy hivatkozik
rd) elhagyasaval hogyan lehet kiépiteni a geometria elméletét. Ehhez roppant fe-
gyelmezett gondolkodasra volt sziiksége, nehogy valahol dntudatlanul felhasz-
naljon egy euklideszi geometriabdl ismert tényt. Az eredmény egy csodalatos
szellemi alkotas, A tér tudomanya. Ez az igen tdmdren megirt munka végiil nem
egy tudomanyos folyoiratban vagy 6nallé kiadvanyként jelent meg, hanem édes-
apja latin nyelvii tankdnyvének fliggelékeként, ezért hivatkozunk ra az Appendix
névvel. Az igazi cime viszont leforditva igy hangzik: A tér abszolut igaz tudo-
manya, a XI. Euklidész-féle axioma (a priori soha el nem donthetd) helyes vagy
téves voltatol fiiggetlen targyalasban. Annak téves volta esetére, a kor geometriai
négyszogesitésével (Bolyai, 1977). Bolyai Janos zsenialis felismerése tehat abban
rejlett, hogy nem bizonyitast akart talalni a parhuzamossagi axidémara, hanem
attol fiiggetlentil épitette fel a geometria elméletét, amely nemcsak egyszerti mér-
tani tételeket tartalmazott, hanem magaban foglalta a trigonometriat, a teriiletsza-
mitast, a szerkesztéseket. Mindezt minddssze 24 oldalon!

Bolyai nem az egyetlen volt, aki folfedezte a nemeuklideszi geometriat. Carl
Friedrich Gauss, akit kortarsai ,,a matematika fejedelmének™ neveztek, a nala
két évvel id6sebb Farkasnak diaktarsa €s baratja volt Gottingaban, és mar akkor
sokat beszélgettek a parhuzamosok problémajarol. Erre vonatkozé eredményeit
azonban Gauss sohasem publikalta. Janos munkajat megkapvan kiilonos valaszt
irt Farkasnak, ami a Bolyaiakat nagyon elkeseritette. [dézem: ,,Most valamit fiad
munkajarol. Ha azzal kezdem, hogy nem szabad megdicsérnem, bizonyara egy
pillanatra meghdkkensz; de ha megdicsérném, ez azt jelentené, hogy magamat
dicsérném, mert a mi egész tartalma, az ut, amelyet fiad kovet, és az eredmé-
nyek, amelyekre jutott, majdnem végig megegyeznek részben mar 30-35 év ota
folytatott meditacioimmal” (idézi Weszely, 2002, 88.).

Egy orosz tudds, a kazanyi egyetem professzora, Nyikolaj Ivanovics Loba-
csevszkij is kidolgozta a maga elméletét a nemeuklideszi geometriarol. Nem
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tudtak egymasrol Bolyaival, igy teljesen felesleges prioritasi kérdéseket fesze-
getni. Az 6 munkdjat azonban 1840-ben Berlinben is kiadtak németiil, ezért
sokaig Ot tartottdk egyediil a nemeuklideszi geometria folfedezdjének. Bolyai
Janos neve ¢és munkaja csak joval késobb valt ismertté a nemzetkozi tudoma-
nyos ¢letben.

Magyarorszagon Bolyai Janos munkajat nem ismerték, ne csodalkozzunk hat,
hogy a temetési szertartast végzo reformatus lelkész, Péterfi Karoly — aki egyéb-
ként filozofiai munkassaganak koszonhetéen az MTA levelezd tagja volt — ezt
jegyezte be a halotti anyakonyvbe: ,,Bolyai Janos, nyugalm. Ingenieur Kapitany
— meghalt agy- és tiidogyulladasban. Hires nagy elméjii mathematicus volt, az
els6k kozott is elsd. Kar, hogy nagy talentuma hasznalatlanul asatott el” (idézi
Weszely, 2002, 47.).

Hadd jegyezzem meg, hogy Gauss, aki a korabban idézett furcsa médon keriil-
te meg Janos dicséretét, egy tanitvanyanak viszont azt irta: ,,Ich halte diesen jun-
gen Geometer v. Bolyai fiir ein Genie erster Grosse>” (idézi Weszely, 2002, 92.).
Nyilvanosan azonban sohasem emlitette Bolyai Janos nevét. Gauss halala utan,
levelezésének — igy Farkassal valtott leveleinek — sajto ala rendezése kapcsan fi-
gyelt fel a tudomanyos vilag Janos munkajara, és néhany lelkes kutatdo hamarosan
leforditotta olaszra (1868), francidra (1867), németre (1872) és angolra (1891). (Bar
az évszam késobbi, az olasz forditas keriilt ki korabban a nyomdabol.) A vilag-
nyelveken tortént kiadasok nyoman Bolyai Janos miive megkezdte megérdemelt
diadalutjat a nagyvildgban. Végiil aztan — meglehetdsen megkésetten — a magyar
tudomanyossag is elismerte Bolyai Janost, és 1897-ben megjelent az elsé (majd
kisvartatva a masodik) magyar forditas is.

A 20. szazad elejének legnagyobb matematikusait is foglalkoztattak a nemeukli-
deszi geometria kérdései, elég csak Henri Poincaré (1902) és David Hilbert (1903)
nevét emliteni. Erdekesség, hogy az MTA elsé két Bolyai-dijat éppen 6k kaptak
1905-ben, illetve 1910-ben. A dij alapitasaval Bolyai Janos sziiletésének centena-
riuman Akadémiank tompitani probalta lelkiismeret-furdalasat, hogy kiilfoldon
elébb figyeltek fel Bolyai zsenialis eredményére, mint idehaza. Ez volt akkoriban
a legjelentdsebb nemzetkozi matematikai dij, bar értéke koriilbeliil egytizede volt
a Nobel-dijénak. Aztan 1915-ben a haboru, majd az inflacié nem tette lehetévé a
dij 0jboli kiadasat. 2000-ben Gjitotta meg ezt a hagyomanyt az MTA, azota ismét
otévenkeént itélik oda a Bolyai Janos Nemzetkozi Matematikai Dijat.

Bolyai Janos nagysaganak illusztralasara hadd hozzak még egy példat. Stephen
Hawking — van-e, ki e nevet nem ismeri? — Osszeallitott egy matematikai szo-
veggyljteményt, amely Euklidészt6l Alan Turingig 2300 év legjelent6sebb ma-
tematikai munkait tartalmazza angolul (Hawking, 2007). A huszonegy szerzo
kozott, azaz a tudomanytorténet legkiemelkedobb huszonegy matematikusa ko-

3 Ezt a fiatal geométert, Bolyait, elsérangti 1angésznek tartom.
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zott ott latjuk Bolyai Janost! A termékeny matematikusok munkaibol természe-
tesen csak szemelvényeket tud kézolni ez a vaskos kotet: Euklidésznek példaul
117 oldalt, Gaussnak 72-t szentel a valogatés, mig Bolyai Janos teljes miive és az
ehhez flizott kommentarok 53 oldalt tesznek ki a konyvben. A koétet cime — God
Created the Integers — egyébként Leopold Kronecker 19. szazadi német matema-
tikus mondasat idézi, miszerint Isten teremtette az egész szamokat, minden mas
az emberek miive a matematikaban.

Mar emlitettem, hogy a legkivalobb matematikusok foglalkoztak a Bolyai—
Lobacsevszkij-geometriaval, mas nevén hiperbolikus geometridval. A matemati-
kanak egy 0j aga jott létre e folfedezés nyoman. Egy dolog azonban tulajdonkép-
pen hidnyzott Bolyai miivéb6l. Az euklideszi posztulatum tagadasabol kiindul-
va a sokak altal keresett ellentmondas helyett egy csodalatos elméletet sikeriilt
folépitenie. De valdoban soha nem is fogunk ellentmondésra bukkanni, ha a 24
oldalon leirt tételeken tul még tovabb épitjiik az elméletet? Az ellentmondas-men-
tesség kérdését csak joval késobb sikertilt eldonteni azaltal, hogy az euklideszi
geometriaban konstrualtak olyan rendszereket, amelyek a Bolyai—Lobacsevszkij-
geometria tulajdonsagaival rendelkeznek. Ilyen példaul a Beltrami—Klein-féle
modell, ahol a hiperbolikus sik pontjainak egy korlemez belsé pontjai felelnek
meg, ¢s egyeneseknek a kor hurjait tekintjiik. Ekkor nyilvanvaléan egy hiirhoz
egy rajta kiviil fekvd ponton at szamos olyan hur talalhato, amelyik az els6 hurt
nem metszi. A modell nehézsége, hogy a tavolsagok ¢s a szogek masképp szami-
tandok, mint magaban az euklideszi geometriaban. A Poincaré-féle modellben
egyeneseknek a hatarkort mer6legesen metszd koriveket tekintjiik. Itt a szogek
megegyeznek az euklideszi értelemben vett szogekkel, de a tavolsagokat szintén
masképpen kell mérni. E modellek révén bebizonyosodott, hogy amennyiben az
euklideszi geometria ellentmondasmentes — marpedig ebben bizunk — akkor a
Bolyai—Lobacsevszkij-geometria is az.

Azaltal, hogy kideriilt, hogy nem az euklideszi geometria az egyetlen lehet-
séges geometriai rendszer, megnyiltak a lehet0ségek tovabbi, még altalanosabb
geometriai rendszerek kidolgozasara, médot adva a matematikusoknak a tér fo-
galmat kitagitd, ugyanakkor a valosagos viszonyokra jobban alkalmazhat6 elmé-
letek megalkotasara. Ezen az uton tette az elsd, forradalmi Iépést Bolyai Janos.

Természetes, hogy a nemeuklideszi geometria csak lassan valt elfogadotta,
hiszen allitasai ellentétben alltak a kétezer éven at megkérddjelezhetetlennek te-
kintett euklideszi tételekkel. Idézhetem Aquinoéi Szent Tamast, aki azt irta: ,,Is-
ten nem teremthet olyan haromszdget, melynek szogosszege két derékszogtol el-
tér” (lasd Toth, 2002, 39.). Ezzel szemben a Bolyai Janos altal teremtett 0j, mas
vilagban minden egyes haromszog belsé szogeinek Osszege kisebb 180 foknal.
Mi tobb, a haromszog teriilete aranyos azzal a kiilonbséggel, amennyivel a szog-
Osszeg elmarad a 180 foktol. Ebbdl kovetkezik, hogy 1étezik egy hatar, amelyet
egyetlen haromszog teriilete sem Iéphet til, sot el sem érhet.
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De ha a geometria lehet ilyen is, meg olyan is, akkor nem allja meg a helyét
az a filozofiai megkozelités, hogy a tér érzékelésiink a priori sajatossaga, aho-
gyan azt Immanuel Kant 4 tiszta ész kritikajaban megfogalmazta. Valdsziniileg a
nemeuklideszi rendszernek ez a filozofiai ,,mellékhatasa” lehetett az, ami Gausst
Bolyai Janos azonban nem tantorodott el, a vilag elé tarta radikalisan Gj elméletét.

A nemeuklideszi geometria dontd hatdssal volt a fizika fejlédésére is. Egy ta-
nulményédban Albert Einstein (1925) arrdl ir, hogy a 19. szazad fizikusai eviden-
cianak tekintették az euklideszi geometria fogalmait és posztulatumait. Ennek a
hozzaallasnak a meghaladdsa majdnem egy évszazadba telt, €s azokon a tisztan
elméleti matematikai kutatasokon alapult, amelyeket még joval azel6tt végeztek,
hogy ,,az euklideszi geometria zubbonya til sztiknek bizonyult a fizika szdmara”.
A nemeuklideszi geometria kialakulasarol igy fogalmaz: ,lassan kialakult az a
sejtés, hogy [a parhuzamossagi axidma] a tobbitdl fiiggetlen. Ezt oly mdodon lehe-
tett bizonyitani, hogy egy olyan ellentmondasmentes logikus rendszert épitiink,
ami az euklideszitél abban és csak abban kiilonbozik, hogy a parhuzamossagi
axiomat egy masikkal helyettesitjiik. Hogy ezt a gondolatot 6nalloan megfogal-
maztak, és meggybzéen megvaldsitottak, az egyrészt Lobacsevszkij, masrészt
Bolyay [sic!] (apa és fin) [sic!] eléviilhetetlen érdeme.” Az altalanos relativitasel-
méletben a geometria és a gravitacio szerves egységbe forr.

Végezetiil hadd emlitsem meg, hogy Bolyai miive és személye nemcsak a tudo-
many ¢és a tudomanytorténet szamara nytjt inspiraciot, hanem a miivészetekben
is megjelenik. A szépirodalombol Babits Mihaly hires Bolyai-szonettje, Németh
Laszlo A két Bolyai ciml draméja, tovabba Lang Zsoltnak a négy évvel ezelott
megjelent regénye juthat elsoként esziinkbe, de a sort hosszan lehetne folytatni.
A képzomiivészetekben nemcsak Bolyai alakja, hanem Bolyai matematikaja is
megjelenik, mint példaul Marton A. Andras képein, vagy ilyen a marosvasarhelyi
Bolyai utcaban allo pszeudoszféra szobor is, Horvath Sandor alkotasa. (A psze-
udoszféra egyébként egy olyan feliilet, amelyen — lokalisan — a hiperbolikus sik
tulajdonsagai érvényestilnek.)

Azt remélem, hogy még ha a matematikai részletekkel nem is volt lehetdség
foglalkozni ennek a rovid eléadasnak a keretében, talan sikeriilt érzékeltetnem
Bolyai Janos folfedezésének rendkiviili jelentdségét. Joggal irhatta tehat levelé-
ben kétszaz évvel ezeldtt 6 ezeket a sorokat: ,,olyan felséges dolgokat hoztam ki,
hogy magam elbamultam, [...] ha meglatja Edes Apam, megesmeri; most tobbet
nem szoéllhatok, csak annyit: hogy semmibdl egy ujj, mas vilagot teremtettem”
(lasd Benkd, 1975, 158.).

En nem tudok elég koltdien fogalmazni, ezért akadémiank egykori elnokének,
Szentagothai Janosnak a szavaival zarom eléadasomat: ,,A magyar nép géniu-
sza — a tudomany teriiletén — a legmagasabb fokon Bolyai Janosban 6ltott testet”
(idézi Weszely, 2002, 9.).
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