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0SSZEFOGLALAS

Matematikai kétetekben, tankdnyvekben gyakran taldlkozhatunk grafikonnal vagy abraval. Az
efféle diagramot kordbban csupan pedagdgiai vagy heurisztikai eszk6znek tekintették, amely
hasznos ugyan a megismerésben, de az igazolasban folosleges, sét megbizhatatlan. A matema-
tikafilozofia Ujabb fejleményei mindenképp segitenek lebontani a diagrammatikus érveléssel
szembeni elGitéletet a matematikdban. Ehhez azonban a szembendllé nézeteket a matema-
tikai bizonyitas koherens elméletében kellene sszebékiteni. Két olyan gondolatot fejtiink ki,
amelyek megnyithatjak az egységhez vezetd utat. Az elsé I1ényege, hogy kijelentjiik: a diagram-
matikus érvelés nem egyenldé a diagrammal torténé érveléssel. A méasodik elképzelés szerint a
valés (diagrammatikus) bizonyitds olyan eljaras, amely megteremti az ideélis (nem csak diag-
rammatikus) formalis bizonyitéds lehetéségét (ami nem egyenlé a megvaldsulasaval). Ha sikerdl
megerdsiteni e hidakat, akkor 6sszekothetik a diagramrol é16 szkeptikus, formalis és gyakorlati
nézeteket, olyan halét alkotva, amelynek részeként a kiilonféle diagrammatikus bizonyitasok és
bizonyitasi eljardsok megtalalhatjak helylket a matematikéban.

ABSTRACT

One regularly meets with various charts and figures in mathematical books and textbooks. How-
ever, such diagrams were viewed as mere pedagogical and heuristic devices that one might use
with benefit in the context of discovery but that are redundant and unreliable in the context of jus-
tification. New developments in the philosophy of mathematics certainly help to fight the preju-
dice against diagrammatic reasoning in mathematics. However, there still is a need for an account
that would incorporate these apparently opposed views within a coherent theory of proofs in
mathematics. We will explore two ideas that might open the way to a reconciliation. The first sim-
ply consists in not equating diagrammatic reasoning and reasoning with a diagram. The second
considers real (diagrammatic) proofs as practices that convey the possibility (rather than the actu-
ality) of ideal formal proofs (whether diagrammatic or not). These bridges, if strengthened, would
connect the sceptical, formal and practical views of diagrams and provide a net within which the
variety of diagrammatic proofs and proving practices would find room in mathematics.
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1. BEVEZETES

A diagramok matematikai alkalmazasat régota kétkedve fogadjak. Mivel a ma-
tematikai bizonyitast formalisnak, a diagramot viszont informalisnak tartottak,
abranak nem lehetett helye a bizonyitasban. Matematikai kotetekben, tankony-
vekben gyakran talalkozhatunk grafikonnal vagy abraval. Az efféle diagramot
azonban csupan pedagogiai vagy heurisztikai eszkdznek tekintették, amely hasz-
nos ugyan a megismerésben, de az igazolasban folosleges, st megbizhatatlan.
Meégis jo ideje foglalkoztatja a matematika miiveldit, és mostanaban egyre tobb-
szor felvetodik a kérdés, hogy milyen szerepet tolthet be a tudomanyos gyakor-
latban ¢és a tanitasban.

Nemrégiben magam is irtam két f6 fejlédési iranyrol, amelyek bizonyithatjak,
hogy itt nincs helye kétkedésnek (Moktefi, 2017). Egyrészt kideriilt, hogy igenis
kidolgozhat6 meghatarozott szabalyokat koveto, szigoru, formalis diagrammati-
kus rendszer. Vagyis nem kell elvetniink a formalis bizonyitas idealjat, mert a
formalis” magyarazat tartalmazhat abrakat. Masrészt az is felvetodott, hogy a
matematikus sem konstrudl idealis bizonyitast napi munkéja soran, hanem in-
kabb csak olyan gyakorlatias bizonyitassal all eld, amely a tobbi matematikus
meggy0zéséhez elegendd. Vagyis a diagramot nem kell ,,formalizalni” ahhoz,
hogy ,.,elfogadhatd” bizonyitas része lehessen. Az efféle ,,gyakorlati” bizonyitas-
ban az abrakat inkabb eszkdznek tekintik, amellyel képzeletben dolgozhatunk a
problémamegoldas meghatarozott kontextusaban.

Az utobbi idék diagramokkal foglalkozo6 tanulmanyaiban a formalis és a gya-
korlati magyarazatra is talalhatunk példat (Chapman et al., 2018). Bar a kettd
hivei abban egyetértenek, hogy szembe kell szallniuk a kétkeddkkel, bizonyos
mértékig egymassal is vitatkoznak: a formalis nézetet azért birdljak, mert nem
természetes, a gyakorlati nézetet pedig azért, mert gyanujuk szerint nem felel
meg a matematikai ,,szigor” kovetelményének. Cikkemben ezeket az ellenveté-
seket veszem sorra. Kifejtem, hogy az els6 kifogas alapja az az indokolatlan fel-
tevés, hogy a diagrammatikus érvelés sziikségképpen (egy-egy) diagrammal tor-
ténd érvelés. A masodik kifogasra episztemologiai stratégiakkal, példaul a sokat
vitatott ,,levezetésmutato” elvvel adhatunk mélt6 valaszt.
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2. SZABAD KEPZELET ES SZABALYOK

A diagramokkal végzett miiveletek soran (példaul jelolés hozzaadasakor, elfor-
gatasakor, vagy amikor egyszerilien ,,nézOpontot valtunk™) gyakran ugy beszé-
link cselekvésiink eredményérdl, mintha ugyanaz a diagram lenne, némiképp
»transzformalt” valtozatban, és nem egy teljesen uj abra, amelyet az eredetibol
»levezettiink”. Ez mindjart mas értelmet nyer, ha sorozatot alkot6 algebrai bi-
zonyitasrol van szo, hiszen az 01j képletet a korabbiakbol vezetjiik le (és 0j sorba
irjuk): ,,Némely képi bizonyitas, az Euler- és Venn-diagramok, valamint az eukli-
dészi diagrammatikus demonstraciok konfiguracion beliilinek tekinthet6k annyi-
ban, hogy az érvelés »az abran beliil marad«. Tobbféleképpen is — néha rendezett
lépések soran at — megvizsgaljuk a diagramot, hogy megértsiik, mit abrazol. Az
aritmetikai és algebrai jeldlések rendszerében (és a csomoelmeéletben) az érvelés
inkabb konfiguraciok kozotti, mert 1€pései megkovetelik, hogy 0j sorokat irjunk.”
(Macbeth, 2012, 64.)

Epp ezért elsé latasra természetellenesnek tiinik, hogy a diagramot tdrgyként
fogjuk fel, amelyen a szabalyoknak megfeleléen levezetési muiveleteket végezhe-
tink. Vagyis mondhatnank, hogy a ,,formalistak™ a diagramokat olyan keretek
koze szoritjak, ahol ,természetesen” nem lenne helyiik (Giardino, 2013). Mégis
konnyen esziinkbe juthatnak olyan esetek, amikor a képek sorozatot, szekvenciat
alkotnak. Nyiri Kristof a ,,mozg6 képeket” taglalva megjegyzi: ,,egy-egy statikus
kép érzékletesen felidézhet valamilyen jelenetet vagy helyesen abrazolhat vala-
milyen latvanyt, de nyilvanvaléan nem tudja kifejezni a tényallast; dGnmagaban
nem hordozhat allitast. [...] Természetesen az egyes kép egyértelmiivé valhat, ha
felirattal egészitjliik ki. De jelentését tigy is tisztazhatjuk, hogy beillesztjiik egy
képsorozatba — amit az egyediilalldo kép nem fejezhet ki, azt a sorozat, a képek
egymasutanja igen: elmesélheti a torténetet.” (Nyiri, 2017, 109.)

Nyiri példaként emliti a képregényt — amely idében egymast kdvetd, beszéd-
buborékokat tartalmazd képek sorozataként jelenik meg —, és emlékeztet, hogy
ennek konvencidit még a legkisebb gyerek is konnyen megérti. Gondolhatunk
olyan esetekre is, amikor a kép mozgatasa, manipulacidja egy sor jabb, elohiv-
hato vagy a szemlélé elméjében marado részképet hoz létre. Példaul a turistatér-
képet gyakran 6sszehajtjuk, hogy a minket érdekld helyre 0sszpontositsunk, igy
résztérkép keletkezik. Hasonloképpen kereshetiink egy bizonyos kozlekedési tt-
vonalat: figyelmen kiviil hagyunk minden olyan térképszelvényt, amely épp nem
kell. Ekképpen tigy alkothatunk mentalis képet egy résztérképrdl, hogy kozben
nem is hajtogatjuk a térképet.

Hasonl6 diagramszekvenciakat talalunk a matematikaban. A Bizonyitds sza-
vak nélkiil konyvsorozat sok példaja épp ilyen szekvenciakbol all (Nelsen, 1993—
2015). Silvia De Toffoli és Valeria Giardino j6 példat adnak erre a csomoelmélet-
r6l sz6l6 muviikben. A csomdk atrendezése tulajdonképpen ugy torténik, hogy
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abrajukat egy lépéssorozaton keresztiil ij diagramma alakitjak. Vagyis az ered-
ményes manipuldcié megkovetel ,,egyfajta manipulativ képzeletet, amely gya-
korlassal fejlodik: azaltal, hogy manipulativ képességeinket atvissziik a konkrét
targyrol annak jelolésére”. Ekkor ,,a diagram a »kisérletezés« eszkoze és targya
lesz, amellyel az ebben jartas kisérletezé az érvelés kdvetkeztetési 1épéseinek
megfeleld episztemikus tevékenységeket végezhet” (De Toffoli—Giardino, 2014,
839-840.). Tehat egyaltalan nem ritka, hogy a diagram szabalyokat kovetd atren-
dezésével hoznak létre szekvenciat. A diagram manipulalasa soran persze a fel-
hasznalonak nem kell explicit médon megfogalmazni a szabalyokat. Mégis igaz,
hogy a konkrét kontextushoz ill¢ diagram ,,nem csupan az oldalt diszité képek
sora, hanem magaban foglalja hasznalatanak szabalyait” (Legg, 2013, 14.).

S6t mi tobb, mar az is vitathatd, hogy az ,,egyediilallo” diagram természetes.
Példaul az Euler-diagramot altalaban erds ikonikus jellege €s természetessége
miatt dicsérik (Moktefi, 2015). Ha azonban megnézziik torténeti elézményeit
¢és szemiotikai tulajdonsagait, akkor lathato, hogy meghatarozott problémak
megoldasara szerkesztették, ezért mas esetekben nem valik be.? Vagyis nem
feledkezhetliink meg arrél, hogy a diagram kialakitdsa mindig a betdltendo
funkcidja szerint torténik. A képzelderd matematikai szerepérdl mostanaban
folytatott vitak is azt sugalljak, hogy a diagramot ilyen konstrukcioként kelle-
ne felfognunk.

E vitak soran felvetddott: a képzelet kotott annyiban, hogy nem tud magya-
razatot adni a matematikai lehetetlenségre. Példaul ugy tartjak, hogy nem lehet
elképzelni kor alaku négyzetet, hiszen barmi is 6tlik a képzeletiinkbe, az nem
lehet egyszerre kerek és szogletes (Béziau, 2016). Nem vilagos azonban, miért
fiiggene a képzeldero attol, hogy helyes-e az elképzelt targy. Ellenkezoleg: épp
az a képzelet érdeme, hogy 0j — akar kerek, akar szogletes — objektumokat hoz
létre, amelyek akkor jutnak esziinkbe, ha ,,kor alak(i négyzetet” kell elképzel-
niink. Hugh MacColl talalo észrevétele: ,,Lattunk és rajzoltunk mar haromszo-
get; de ma még értelmetlennek tartjuk a »kor alaku négyzetet«. A jovoben fej-
l6dhet igy az angol nyelv, hogy utodaink egy nap majd jelolhetik a valosag egy
darabjat ezzel a kifejezéssel, akkor pedig nem lesz tobbé valoszeriitlen — éppen
ugy, ahogy ma a horseman nem 16 és ember valoszeritlen elegyét jeloli, nem
loembert vagy kentaurt, hanem valodi lovon il valodi embert: lovast jelent.”
(MacColl, 1907)

Raadasul azt is allitjuk, hogy igenis elképzelhetd (vizualizalhato) olyan ob-
jektum, amely valoban egyszerre kerek €s szogletes. Ehhez magéanak a képnek
nem kell kereknek vagy szogletesnek lennie. Elegendo, ha a képzeletben megjele-
nd ,,kor alaku négyzet” ugyantigy viszonyul a kerekséghez és a szogletességhez,

2 Az Euler-diagram kevésbé hasznalhato példaul intenziondlis értelmezésekben (lasd Stapleton
et al., 2018).
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mint maga a targy. Példaul egyszertien rajzolhatunk olyan Euler- (vagy Venn-)
diagramot, amelyet két egymast atfedd teriilet alkot. Az egyik teriilet a kereksé-
get jelolheti: ide keriil minden kerek objektum. A masik teriilet a szdgletességet
jelolheti: ide lehet gytijteni az Gsszes szogletes targyat. Kovetkezésképpen a kettd
metszete olyan targyakat tartalmaz majd, amelyek mindegyike egyszerre lehet
kerek és szogletes. Elegendd egy jelet, példaul egy pontot tenni a metszet terii-
letére, és az maris egy minden kdvetelménynek megfeleld ,,kor alaktl négyzetet”
jelol.® Persze lehet, hogy ez a diagram nem az a ,,mentalis kép”, amelyre egy-egy
olvaso szamitott, de ez csak abbol fakad, hogy sziikségtelen kovetelményeket ta-
masztottak e ,,lelki képpel” szemben. Példaul egy szervezet ,,organigramjaban” a
csomopontoknak (vagy kereteknek) nem kell fizikailag hasonlitaniuk az emberre,
akit képviselnek. Mindossze annyi sziikséges, hogy Osszekapcsolddasuk modja
megmutassa a szervezeti struktara bels6 viszonyait.*

3. BIZONYITASOK ES LEVEZETESEK

Az utdbbi idok szakirodalmaban tobben is dicsérték a tobbértelmiiség szerepét
a matematikai felfedezésben (Grosholz, 2007; Byers, 2007). A csomoelmélet-
ben példaul a grafok hatarozatlansdga szamos 1épést tesz lehetdve, igy meg-
mozgatja a manipulativ képzeletet, amely a képzéssel és a tudasgyarapodassal
fejlédik (De Toffoli—Giardino, 2014, 839.). Ezt a produktiv tobbértelmiiséget
azonban biralatok is érték, mert ,,sokszor vezette tévatra a matematikusokat,
hogy intuitiv médon hihetd, de végso soron félrevezetd gondolatmenetet alkal-
maztak, amely a tobbértelmiiséget, a homalyossagot vagy mas problematikus
jellemzd6t probal kihasznalni”. Eszerint ,,az igazolas kontextusaban a megfelel6-
en kidolgozott elméletnek teljesitenie kell a szigorusag kovetelményeit, amelyek
sokkal kotottebbek, mint a felfedezés kontextusaban érvényes kovetelmények”
(Jesseph, 2008).

Nemrégiben egy tanulmanyban jomagam is emlitést tettem az episztemolo-
giai stratégiakrol, amelyekkel a tuddsok igyekeznek visszaszoritani a kisérleti
tevékenységiiket eredendéen jellemzd bizonytalansagokat (Moktefi, 2017). Al-
lan Franklin egy sor ilyen stratégiat ismertetett, és megallapitotta, hogy azok
»~meglehetdsen meggydzdek a kisérleti eredmények érvényességét illetden. Ezek
a stratégiak kiilonbséget tesznek az érvényes megfigyelés vagy mérés €s a kisér-

3 Az Euler-diagramon a pont magat az egyes elemet (a kor alaka négyzetet) képviseli, a Venn-
diagram viszont inkabb csak azt jelzi, hogy ez az elem létezik. Az utdbbi idék diagrammatikus
rendszerei, példaul a pokhalo-diagramok kifejezébbek az egyes elemek reprezentacioja
szempontjabol (lasd Moktefi—Pietarinen, 2015).

4+ A kapcsolatok diagrammatikus megjelenitésér6l és ennek szerepér6l a diagramok
felhasznalhatosagaban lasd Carter, 2017.
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leti apparatus altal 1étrehozott targy kozott” (Franklin, 1990, 103—-104.). Emlitett
cikkemben kifejtettem, hogy e stratégidk a matematikusok korében is megtalal-
hatok, foként ha diagramok manipulalasarol van szo6. Példaul a diagram ,,kalibral-
hat6”, hogy ellendrizzék a megbizhatdsagat, és kizarjak a nemkivanatos jellem-
zOket. Ezenkiviil ott is megtalalhato az inter-instrumentalitas stratégiaja (tobbféle
eszkozzel is ellendrzik, hogy helytallo-e a kisérleti eredmény), ahol a matemati-
kus kiilonb6z6 uton-modon (diagrammal, algebrai notacidval, szamitogéppel stb.)
ujra kiszdmitja az eredményt, hogy ezzel is bizonyitsa a tételt. E gyakorlati allas-
pont szerint a diagram gy erdsiti a matematikai bizonyitas érvényességét, hogy
nem sziikséges formalis diagrammatikus rendszert 1étrehozni.

Talan az efféle stratégiak nem gy6ézik meg azt az olvasot, aki a bizonyitast leg-
inkabb olyan linearis levezetésnek tartja, amely ,,véges szamu képletbdl allo szek-
vencia, €s benne minden terminus vagy axioma, vagy az adott szekvencia korabbi
terminusainak egy halmazabol valamelyik kovetkeztetési szabaly alkalmazasaval
kapott eredmény” (Pelc, 2009, 85.).° E ,,formalista” olvasét csak ugy gy6zhetjiik
meg az informalis bizonyitas helyes voltardl, ha jelezziik az alapjaul szolgalo le-
vezetést. A matematikai bizonyitasok efféle ,,levezetésmutatd nézetét” Jody Az-
zouni szorgalmazta: ,,A kdznapi matematikai bizonyitasok jelzik, milyen (egyik
vagy masik) mechanikusan ellendrizhet6 levezetéssel juthatunk a kiindulasként
valasztott feltevésektdl a tételekhez. A mutatdo-nézet magyarazatot ad arra, mi-
ért bolintanak a matematikusok oly készségesen a koznyelven megfogalmazott
bizonyitasok eredményeire, amelyeket (nyilvanvaléan) nem lehet mechanikusan
ellendrizni.” (Azzouni, 2004, 105.)

Ezt a nézetet mar tiizetesen taglaltdk, és tobb okbol is biraltdk a mai mate-
matikafilozofiaban (Larvor, 2016). Jelestil azért kifogasoltak, mert ,,nemcsak ar-
rol van sz0, hogy a matematikai bizonyitasok tartalmaznak olyan Osszeteviket,
amelyeket formalis szamitasokkal nem lehet megragadni, hanem tulajdonképpen
arrol is, hogy sok tétel esetében nem talalunk Gsszefiiggést a bizonyitas és az
alapjaul szolgald hipotetikus levezetés kozott™ (Pelc, 2009, 85.).

Ha a ,,levezetésmutatd nézetet” nem fogadjuk is el a matematikai bizonyitasok
magyarazatanak altalanos elveként, episztemologiai stratégiaként még alkalmaz-
hatd. Merthogy sok bizonyitasban igenis lehet jelezni az alapul szolgalo leveze-
tést. Ez kivaltképp az egyszerii bizonyitasok, illetve olyan bizonyitasok esetében
képzelhetd el, amelyek mas, hézagos bizonyitasok vazlataként vagy roviditett
valtozataként alkalmazhatok. Ervelhetnénk azzal — ahogyan Lewis Carroll hires
»tekndse” tette —, hogy a hézagot, tavolsagot csak végtelen sok 1épéssel tudjuk at-
hidalni (Moktefi—Abeles, 2016). De ne feledjiik: nem kell ténylegesen megmutat-
nunk a levezetéseket ahhoz, hogy er6sddjon a bizonyitasba vetett bizodalmunk.

> A matematikafilozofiai irodalomban a bizonyitas (proof) néha informalis bizonyitast, a
levezetés (derivation) pedig formalis bizonyitast jelent (1asd Tanswell, 2015).
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Minddssze annyi kell az olvas6 meggy6zéséhez, hogy az efféle levezetés sziik-
ség esetén bemutathato. Tehat még akkor sem kell megsziintetniink az dsszes
hézagot, ha a matematikai rések kitoltésére toreksziink. Inkabb csak addig kell
toltdgetniink a hézagokat, amig 0j bizonyitasunk elfogadasra nem talal. Ekkor a
bizonyitas még mindig tartalmazhat hézagokat, de ezeket az olvasoé mar sziikség-
képpen elfogadhatonak tekinti (Andersen, 2018).

Természetesen a levezetések a kovetkeztetési szabalyok meghatarozasaban és
alkalmazasaban is megkovetelik a képzelderdt. Vagyis bizonyos mértékig ugyan-
olyan ellenvetéseket valthatnak ki, mint a manipulativ képzelet. Nemcsak ma-
guk a szabalyok lehetnek hibasak, hanem végrehajtasukba is cstiszhatnak hibas
Iépések. A hiba kockézata akkor sem zarhato ki teljesen, ha a levezetés minden
mozzanata megfigyelhetd és mechanikusan ellendrizhetd. A stratégia célja még-
is csupan annyi, hogy meggydzze a kétkedd olvasot: a bizonyitas ,,jelezheti” a
levezetést, ebbol pedig az kovetkezik, hogy az informalis bizonyitas nem feltét-
leniil kevésbé megbizhatd, mint a jelzett levezetés. Az efféle levezetések hossza
az agenstol fiigg. Ha a bizonyitas 1. nem éri el az elfogadhato levezetési szin-
tet, vagy 2. elfogadasra talal, de hossza gatolja ,,a bizalom elnyerését”, akkor a
»levezetésmutatd” stratégiat eredménytelennek nyilvanithatjuk, és érdemes mas
episztemoldgiai stratégiaval probalkoznunk. A ,levezetésmutatod” stratégia mégis
sokszor bevalik.

Ez a stratégia persze diagrammatikus és nem diagrammatikus bizonyitasokra
egyarant alkalmazhat6. Ha arrél akarunk meggy6zni valakit, hogy helyes egy
diagrammatikus bizonyitas, akkor egyszeriien jelezhetjliik az alapjaul szolgalo
levezetést (akar diagrammatikus, akar nem). Azzouni mar észrevételezte, hogy
a diagrammatikus bizonyitast nem kell ,,atvinni” egy nyelvre épiild rendszerbe,
amennyiben mechanikus ellenérizhetdséget jelez (Azzouni, 2013). Ha példaul
terminust abrazold Venn-diagramon, akkor csak meg kell adnunk neki azokat
a kovetkeztetési szabalyokat, amelyek alapjan ,,kivonhatja” a konkluziét ebbdl a
diagrambol egy ,,derivativ”, az izolalt konkluziot mutat6 kétterminusos diagram-
ba. Ilyen eljarasra épiil példaul Carroll Logikai jatéka (Game of Logic): minden
szillogizmus megoldhat6 a két diagrambol a tablan, amelyen korongok képviselik
az allitasokat (Moktefi, 2013).

4. KOVETKEZTETES
Az 0jabb keletli diagramvizsgalatok fejleményei megingatnak néhany elterjedt
¢és nehezen szling félreértést. Egyre nagyobb az érdeklédés a diagram mint a
matematikai felfedezés, bizonyitas és megértés eszkdze irant. Az e téren je-

lenleg folyd munka ramutat, hogy sokféle diagrammatikus bizonyitési eljarast
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alkalmazhatunk. Reményeink és varakozasaink szerint a jovébeli kutatas még
inkabb megvilagitja majd azokat a bonyolult kérdéseket, amelyekkel ma szem-
be kell néznie mindenkinek, aki a diagrammatikus érvelés episztemologiaja
felé vezetd uton jar.°
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